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Resumo

Este trabalho tem, por objetivo, a exploragdo de algumas ferramentas geométricas que sao
capazes de se resolver, com simplicidade, problemas desafiadores de Fisica, a nivel de Ensino
Meédio.

Muitas questdes que sdo definidas como “dificeis” pelos alunos sdo dificeis na parte al-
gébrica, mas simples quando sdo resolvidos geometricamente. Tais questdes costumam apare-
cer em olimpiadas de fisica, como OBF e IPhO, e em vestibulares de alto nivel em ciéncias
exatas no Brasil.

As ferramentas mostradas neste trabalho ja foram utilizadas por varios anos pelo autor
deste trabalho, mostrando-se eficazes ¢ mais interessantes para os alunos do que solugdes sim-
plesmente algébricas.

Algumas das questdes de exemplo deste texto foram aplicadas em carater experimental a
alunos de niveis e idades variados, antes e depois da explicagdao de alguns conceitos geométri-
cos. Resultados interessantes estdo presentes neste trabalho em capitulo proprio.

Pretendemos, com isto, o valor dessas ferramentas geométricas na Fisica do Ensino Mé-
dio.

Palavras-chave: fisica, ensino médio, geometria, olimpiadas.



Abstract

This monograph aims to explore some geometrical tools that are capable of solving, ith
great simplicity, challenging problems in school physics.

Many problems that students use to point as “hard”, are hard only hen they try to solve it
via algebraic tools, but could be easily solved using basic geometry. These problems usually
appear in physics olympiads, like IPhO, and in some of the hardest college admission papers.

The tools showed in this monograph have already been used for years, with success, by
the author. These tools have been proved out to be very interesting in solving hard physics
problems for school students.

Some of the problems described as example in this text were given as tasks to students,
with different ages and of different levels, before and after the explanation of some of the geo-
metrical concepts. Interesting results are presented in this monograph.

Hence, it is intended to show the value of these geometric tools in the solution of chal-
lenging physics problems in High School.

Keywords: physics, high school, geometry, olympiads.
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1 Introducao

Esta pesquisa pretende mostrar que varios problemas de fisica que sao considerados como
“dificeis” ou “desafiadores” pelos alunos de Fisica do Ensino Médio podem ser resolvidos
bem mais facilmente através do uso de recursos geométricos, ao invés do uso puro de recursos
algébricos.

Os problemas mais desafiadores de Fisica do Ensino Médio encontrados por estudantes
brasileiros costumam ser aqueles que figuram em olimpiadas intelectuais (como a OBF, a
OIbF e a IPhO) e em alguns vestibulares que exigem um alto nivel de conhecimento de cién-
cias exatas (como ITA e IME). Varias questdes destes concursos apresentam grau de dificulda-
de elevado, sobretudo se o aluno ndo conhecer algumas ferramentas mais eficazes de solugao.

O autor do presente trabalho conta com uma experiéncia de anos trabalhando com alunos
que se preparavam para essas provas, tendo portanto tido contato com algumas técnicas de re-
solugdo de problemas que se mostraram nao apenas eficazes, mas de assimilacdo muito sim-
ples pelos alunos. Varias foram as ocasides em que a falta do uso de recursos geométricos na
resolugdo de problemas desafiadores deixou os alunos sem conseguirem prosseguir no proble-
ma — mas o uso dessas mesmas ferramentas fizeram com que os alunos pudessem resolvé-los
de forma simples, elegante e de forma a entender plenamente o problema.

A ideia deste trabalho surgiu logo quando o autor percebeu esta lacuna existente na for-
macao de adolescentes e jovens que desejam se aprofundar na resolucdo de questdes mais
complexas de Fisica do Ensino Médio, que exigem criatividade e ousadia por parte dos alu-
nos. As ferramentas geométricas consistiriam num ponto de partida para que tais alunos pu-
dessem, a partir de sua compreensdo, conseguir aplicar esses e outros conceitos em questoes
de fisica que sdo verdadeiros desafios.

Algumas ferramentas principais serdo desenvolvidas no presente trabalho, além de varios
exemplos de questdes desafiadoras e suas respectivas solu¢des por meio geométrico, no intui-
to de mostrar o qudo poderosas podem ser tais ferramentas na Fisica do Enino Médio. Como
este trabalho ¢ voltado para a licenciatura, as resolugdes serdo feitas em linguagem préxima
da que se pode usar em sala de aula, de claro entendimento para um aluno de Ensino Médio, ¢
de forma a se aproximar dele.

Algumas das questdes resolvidas nesta monografia foram propostas a alunos do Ensino
Meédio, durante as atividades de Estdgio. A comparagdo entre as solugdes algébricas e geo-

métricas, as formas como os alunos resolveram as questdes sem e com o incentivo de utiliza-
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rem tais ferramentas e alguns casos interessantes observados em sala de aula durante o Estagio
estdo contidos nesta monografia, em capitulo proprio.

Muito além de preparar um aluno para uma prova qualquer, a resolugdo de questoes desa-
fiadoras permite o engrandecimento do aluno de varias maneiras, ao estimular sua criatividade
e a sua seguranca no entendimento e resolucdo de problemas. Quando um problema dificil é
elegantemente resolvido, o aluno sente-se muito mais confiante, tendo tido um salto de apren-
dizado bem interessante.

Pretende-se, portanto, explorar algumas ferramentas geométricas e sua eficacia em pro-

blemas desafiadores de Fisica.
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2 Recursos da Geometria Plana

Toda minha Fisica vem da Geometria.

René Descartes

2.1 Introducgao

A Geometria Plana desempenha fundamental importancia na vida do ser humano, por
ser a mais fundamental e intuitiva das geometrias. Seus axiomas sdo, em geral, bem absorvi-
veis, fazendo com o que seu uso como recurso na resolucdo de questdes de Fisica seja inter-
pretada pelo aluno, em geral, como sendo mais facil do que solugdes puramente algébricas.

No geral, os recursos da Geometria Plana podem ser aplicados com maior facilidade a
questdes de fisica que possam ser desenvolvidas em forma de graficos, muito embora a criati-
vidade e inventividade humanas fagam com que nio haja limites bem definidos acerca das
possibilidades de uso de geometria na resolucao de problemas.

Nesta secdo, pretende-se apresentar algumas ferramentas geométricas que costumam
ser eficazes na resolucdo de problemas de Fisica, bem como alguns problemas desafiadores

que podem ser resolvidos com concisdo e elegancia através do uso dessas ferramentas.

2.2 Solucgoes graficas em geral

O uso de gréficos, aliados a recursos geométricos gerais, ¢ uma ferramenta extrema-
mente poderosa na resolugdo de questdes desafiadoras de Fisica. Um problema numérico,
quando traduzido em forma grafica, faz com que relagdes entre variaveis aparecam em forma
de pares ordenados; e a reunido desses pares ordenados forma uma figura qualquer, que pode
ser analisada pelo estudante.

A Questao 1 a seguir ¢ bem desafiadora quando formulada fora do contexto das solu-

¢oes graficas:

Questao 1 - ZEITZ (2007): Um monge sobe uma montanha, em peregrinacdo. Ele comeca
sua caminhada por uma trilha na base da montanha as 6:00 da manha, e atinge seu topo as
6:00 da noite, por 1a passando o resto do dia e a noite.

No dia seguinte, ele inicia a descida da montanha, exatamente as 6:00 da manha, passando

pela exata mesma trilha que fizera na subida, chegando finalmente a base as 6:00 da noite.
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Prove que ha pelo menos um ponto da trilha pelo qual o monge passou na exata mesma

hora do dia, tanto na subida quanto na descida.

O primeiro fato que causa surpresa na Questao 1 ¢ a sua “abertura”, ou seja, a escassez
de dados numéricos ou demais condigdes. Nao ha especificacao da velocidade do monge — ele
poderia estar correndo, poderia estar andando, poderia se deslocar um pouco, parar e depois
continuar, poderia manter sua velocidade constante ou variar continuamente, poderia voltar
atras e depois continuar. Além disso, nao ¢ especificado se a forma como sua velocidade se
comporta na subida corresponde com seu comportamento na descida. Isso tudo contribui para
que o problema fique aparentemente sem uma solugao facil. Classicamente, o aluno do Ensino
Médio pega um problema de cinemética e aplica uma equagdo, que varia de acordo com o
caso em questdo: movimento uniforme, movimento uniformemente variado, etc. Mas como
um aluno equacionaria este problema, se ele nem sabe qual ¢ o tipo de movimento, € ndo pos-
sui nenhum dado numérico compativel com as equagdes que ele conhece?

Quando um aluno tenta resolver um problema deste tipo, que aparentemente foge de
tudo o que ele aprendeu, ¢ certo que ele deve tentar formular sua solu¢dao de outras maneiras.
O professor deve incentivar o aluno a tentar abordar o problema de outras formas. Chega a
causar espanto como a simples tentativa de se resolver um problema por outras vias pode tor-
nar a solugdo desse problema em algo trivial, sendo que antes parecia tdo impossivel.

Uma sugestdo geométrica para a solugdo desse problema ¢ desenhar um grafico espa-
¢o x tempo tanto para a subida quanto para a descida. Acompanhe a Figura 1: ha dois pontos
fixos da trilha em que se conhecem os instantes, tanto na subida quanto na descida, pelos
quais o monge passou: seu topo e sua base. A medida que o tempo passa e o monge desenvol-
Ve seu percurso, ndo importa como seu movimento tenha sido: os graficos deverdo se intersec-
tar em algum ponto. Isto prova que houve alguma posi¢ao em que houve coincidéncia de ho-

rarios.
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Figura 1: Gréfico para a resolugdo da Questéo 1

Existe ainda outra solucdo para esse problema, que extrapola tanto a algebra quanto a
geometria, e vai aos campos da criatividade pura: deixe o monge subir a montanha da forma
que ele quiser. No instante em que ele comecar a descer a montanha no dia seguinte, faca
com que um segundo monge comece a subir a trilha, da exata mesma forma em que o primei-
ro monge subiu no dia anterior. Em algum ponto, os dois monges irdo se encontrar na trilha
(garantido pelo fato de a trilha ser unidimensional e ter dois pontos fixos). Isto prova que
houve uma posi¢ao comum num instante comum.

Algumas solugdes graficas, como a da Questiao 1, ndo carecem de outras ferramentas
geométricas além do proprio tracado do grafico. Outras, porém, demandam algumas outras

ferramentas aliadas, algumas das quais encontram-se nas proximas sub-segoes.

2.3 Tangentes e retas tangentes

2.3.1 Conceitos matematicos

O conceito mais basico de “tangente” € aplicado a tridngulos retangulos. Conforme IEZZ1
(1978), a tangente de um angulo agudo ¢ igual ao quociente do cateto oposto pelo cateto adja-

cente ao angulo. Assim, na Figura 2, tem-se que tgd = b/a.
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a

Figura 2: Tridngulo retangulo

Em se tratando de solugdes graficas para problemas de fisica, torna-se necessario es-
tender-se a utilidade da tangente para além de tridngulos retangulos, de forma que possamos
utilizar tal ferramenta geométrica em qualquer tipo de grafico. Dai, torna-se importante o con-
ceito de “reta tangente”, que ¢ fundamental a uma anélise aprimorada de graficos.

Primeiramente, vamos definir “reta secante” a uma curva qualquer como sendo uma

reta qualquer que passa por essa curva. Na Figura 3, a reta r é secante a curva c:

Figura 3: Reta r secante a curva c
Agora, se deixarmos o ponto A fixo e movimentarmos o ponto B sobre a curva c, apro-
ximando-o cada vez mais de A, criamos um feixe de retas secantes a curva ¢, que possuem A

como ponto comum, conforme a Figura 4, em que r, s e q sdo retas secantes:

Figura 4: Deslocamento do ponto B em dire¢do a A:
feixe de secantes

Quando o ponto B finalmente coincidir com o ponto A, a reta t assim tragcada sera defi-

nida como a “reta tangente a curva c, passando pelo ponto A”, mostrada na Figura 5:
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Figura 5: Reta t: tangente a curva ¢

Uma outra forma de compreender a reta tangente € a seguinte: se pudéssemos “ampli-
ar” a visualizagdo da curva c, na regido do ponto A, veriamos que tal parte da curva toma um
aspecto cada vez mais reto. Numa ampliacdo “infinita”, a regido reta ao redor de A se confun-

diria com a reta tangente a esse ponto. Isto ¢ possivel de ser visualizado na Figura 6.

& B A

ampliagdo re-ampliac&o {_..) aspecto mais reto aqui, a reta tangente
confunde-se com a curva,
nas redondezas de A

Figura 6: A reta tangente a um ponto numa curva é a reta suporte ao segmento definido pelas regido imediatamente ao
redor do ponto

2.3.2 Aplicagoes na Fisica

Em Fisica, o contexto em que mais a aplicagdo de uma tangente aparece ¢ na analise
de graficos. O coeficiente angular de uma reta tangente a um ponto (ao qual vamos nos referir
apenas de “tangente a um ponto”) num grafico qualquer traz, muitas vezes, informagodes extre-
mamente importantes. Como exemplos classicos, t€ém-se os dois fatos a seguir, relacionados a

Cinematica:

Fato (a): A tangente a um ponto num grafico velocidade x tempo é numericamente

igual a aceleracdo do corpo naquele instante;
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Fato (b): A tangente a um ponto num grafico espaco x tempo € numericamente igual a

velocidade do corpo naquele instante.

Uma demonstragao para os Fatos (a) e (b) parte da nogdo de “taxa de variagdao”. Muito
embora a rigor este conceito seja visto com propriedade apenas no Ensino Superior, os alunos
do Ensino Médio podem compreendé-lo com o auxilio da nocdo geométrica de reta tangente.
Para isso, observa-se a sequéncia de ilustragdes da Figura. Numa fun¢do qualquer, se toma-
mos dois de seus pares (X, f(x)) quaisquer (por exemplo, os pontos A ¢ B), podemos definir a
reta s como sendo secante ao grafico, passando por A e B. Essa secante s pode ser entendida
como sendo a hipotenusa de um tridngulo retangulo cujos catetos, abaixo do gréafico, sdo para-

lelos aos eixos x e y. Esse triangulo retangulo possui um angulo 6 cuja tangente ¢ dada por:

:f(x:}_f(xﬂ:g

tgd
g Ko — X4 Ax

Fazendo o ponto B tender ao ponto A, fazemos com que a reta secante s se torne uma

reta tangente t, conforme definimos reta tangente. Naturalmente, quanto mais B tende a A,

mais X, tende a x,, o que significa que a distancia entre os pontos x, ¢ x, fica cada vez menor,

tendendo a zero.

Aiix) $iix)

fix2) fixz2)

fix1) fix1) fix1) |-

ol

Geralmente, em Fisica, trabalha-se com graficos que mostram evolugdes de fungodes
com o tempo, como os graficos da cinemadtica espago x tempo e velocidade x tempo. Neste
contexto, a abscissa x da fung¢do torna-se temporal, o que significa que, nos graficos da Figura,
o ponto B tender ao ponto A significa analisar-se intervalos de tempo cada vez mais curtos en-
tre dois pontos do grafico. Matematicamente, a funcao de calculo de tangente terd um denomi-
nador temporal cada vez mais curto, a medida que o intervalo At aproxima-se de zero e passa-

mos a analisar a fun¢ao unicamente nas redondezas do ponto considerado:
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_flt)—ft) _Af
T t,—t; At

tgf

Se a fungdo f for por exemplo uma posi¢ao s, a tangente acima, que informa a veloci-

dade média As/At para intervalos de tempo quaisquer, passara a indicar a velocidade instanta-
nea do corpo, uma vez que, tomando-se dois instantes muito proximos um do outro, com in-
tervalo quase nulo, ndo havera tanta variacdo de espago entre esses instantes, podendo entdo
ser suposto que tais valores de espaco sdo aproximadamente iguais; e, como a média de dois
valores iguais € o proprio valor, a velocidade média nesse contexto passa a ser a propria velo-
cidade instantdnea. Assim, fica demonstrado o Fato (a). Por analogia, para func¢des do tipo

velocidade x tempo, prova-se o Fato (b).

2.3.3 Exemplo de questao

Um exemplo de aplicag@o de retas tangentes em questdes de cinematica pode ser visto

na Questao 2:

Questdo 2 — Vestibular AFA: A figura abaixo apresenta o grafico posi¢do x tempo para um

movel em movimento retilineo.

A
ol B
59——;{% Y
wldl 1\ parabola
hotod A
[T s
[ l /
B :
i |
ta te fc ht

E correto afirmar que

a) a velocidade no instante t, ¢ menor que a velocidade no instante tg.
b) para t, a aceleragdo do movel € nula.

¢) parat, <t<t., o movimento ¢ acelerado.

d) para ty <t <t., a velocidade do mével decresce de maneira uniforme.

Vamos fazer uma analise de cada uma das alternativas.
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a) Num grafico espago x tempo, o coeficiente angular da reta tangente a um ponto des-
se grafico fornece a velocidade instantanea que o mével possui no instante considerado.

Para um angulo pertencente a ]0, 90°[, sua tangente € positiva e crescente com o angu-
lo, e que, para um angulo pertencente a ]-90°, O[, sua tangente & negativa e decrescente com o
angulo. Isso tudo significa que, ao tragarmos retas tangentes em um grafico espago x tempo, as
retas crescentes indicam velocidades positivas, que sdo tdo maiores quanto maior for a incli-
nacao (para cima) da reta. Ja as retas decrescentes indicam velocidades negativas, que sio tao
menores quanto maior for a inclinagdo (para baixo) da reta. No caso de um angulo de tangente
de 0° (reta paralela ao eixo das abscissas), a velocidade ¢ nula.

Vamos analisar a velocidade instantdnea do movel em cada um dos pontos A, B e C do

grafico, através do método das retas tangentes:

Como pode-se ver facilmente, v AT VR Vo= 0. Portanto, a afirmativa € incorreta.

b) O que é nulo com certeza nesse ponto € a velocidade. Se a aceleragdo também fosse
nula, o grafico tomaria forma de uma funcdo constante na regido a direita de C, pois o movel
ndo teria velocidade nem aceleracdo nesse periodo. Mas o que notamos € que o grafico conti-
nua sua curvatura, € uma parabola num grafico espago-tempo denota um movimento continua-
mente acelerado (no caso, com aceleragdo negativa, pois a concavidade da parabola estd volta-
da para baixo). Logo, a afirmativa € incorreta.

c¢) Existem duas boas formas de se verificar se um movimento ¢ acelerado ou retarda-
do.

A primeira delas é: se os sinais da velocidade e da aceleragdo coincidem, o movimen-
to é acelerado,; se os sinais sdo contrarios, o movimento é retardado. Vendo o problema por
este angulo, percebemos, pelas retas tangentes j4 mencionadas na alternativa (a), que a veloci-
dade entre A e C € sempre positiva por estarem inclinadas num angulo entre 0 ¢ 90°, mas a

concavidade da parabola ¢é para baixo, denotando aceleracao negativa. Como os sinais da ve-
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locidade e da aceleragdo sao contrarios, o movimento ¢é retardado, € entao a alternativa esta in-
correta.

A segunda delas ¢é: se o modulo da velocidade aumenta, o movimento é acelerado, se
diminui, é retardado. Vendo as retas tangentes da alternativa (a), ¢ facil ver que a inclina¢do
dessas retas diminui, o que significa que a velocidade possui modulo cada vez menor, de
modo que entre A e C o movimento seria retardado.

d) Entre B e C, de fato, a velocidade decresce, o que ¢ facil de ver pelas retas tangentes
que ficam cada vez mais negativamente inclinadas. E esse decrescimento acontece de maneira
uniforme, pois a aceleracdo ¢ constante — e isso nos ¢ garantido pelo fato de o grafico espago

X tempo ser uma parabola. Esta afirmativa esta correta.

2.4 Areas

2.4.1 Conceitos matematicos

O conceito de area esté relacionado a “extensdao” das superficies limitadas por figuras
planas, como mostrado em MORGADO et a/ (2002). “Extensdo” ¢ um conceito primitivo na
matematica, sendo portanto aceito sem uma defini¢do precisa. Porém, uma forma interessante
de se compreender melhor o sentido de tal conceito, especialmente no Ensino Basico, ¢ imagi-
nar que, se duas figuras planas forem desenhadas numa folha de papel, recortadas e pesadas
em uma balanga de precisdo, a figura que pesasse mais teria maior area; se os pesos medidos
fossem iguais, estaria assim verificado que as figuras teriam mesma area, independentemente
de suas formas. A Figura 7 mostra quatro regides planas diferentes, sendo valido que, em rela-

¢do as suas areas, A=B,A>Cec¢A<D.

Figura 7: Figuras e suas areas

O conceito de area também traz consigo duas operacdes basicas: a soma ¢ a diferenca.
Se duas figuras, E e F, sdo tais que sua interse¢do seja vazia, definimos soma (E + F) de suas

areas como a area da reunido de suas superficies, enquanto definimos a diferenga (E — F) entre
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suas areas como a area da figura formada pelos pontos de E que ndo pertencem a F — tudo isto

melhor compreendido visualizando-se a Figura 8.

\

Figura 8: Soma e diferenga de areas

As operagdes soma e diferen¢a permitem que uma figura qualquer pode ser decompos-

ta em varias outras figuras, de tal forma que a figura original tenha area como sendo a soma

das areas de suas partes. Assim, na Figura 9 ¢ possivel constatar que A| =A, + A; + A,

Az

A

Figura 9: Decomposi¢do de uma area
em areas menores

A possibilidade de se entender uma figura plana qualquer como sendo composta por
varias outras figuras menores d4 margem para um entendimento melhor das relagdes de areas.

Em muitos casos, figuras diferentes que possuem a mesma area podem ser verificadas com a

aplicacdo dessa propriedade, conforme a Figura 10, que mostra que A; = A,,, devido a um cor-
te feito a figura A, que a separa em duas regides, A, ¢ A,. Rotacionando-se A, esta parte se

encaixa perfeitamente em A3, formando uma figura congruente a A, e, portanto, de mesma

area:
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A Az Az A3

Figura 10: Operagdes com areas

Investigando esta situagdo um pouco mais a fundo, de forma a analisar matematica-

mente o0 ocorrido, pode-se dar um exemplo numérico. Acompanhando a Figura 11, seja A um
retangulo de base x e altura 2x, e A, um tridngulo de base e altura ambas 2x. Uma secgéo feita
no ponto médio de A,, paralela a sua altura, dividira A, em duas figuras: um trapezio A, ¢ um
tridngulo A ;. Como a secgéo foi feita paralela a um dos lados do tridngulo original A, tem-se
que A, e A, serdo semelhantes. Tal semelhanga garante uma proporg@o entre os comprimentos
dos lados desses dois triangulos. Portanto, se A, possuia tanto base como altura valendo 2x, o
fato da secgdo ter deixado A, com base x garantira por semelhanga que sua altura também seja
X, de modo a manter-se a propor¢do. Como A, possui entdo tanto base quanto altura x, esta fi-
gura encaixara perfeitamente sobre a drea A; na posi¢do mostrada, montando-se uma figura

igual aA,. Portanto, se A2 =A3 +A4, e também A1 =A3 +A4, logo A1 =A2.

s
! LA
|
|

20 Ad 2% Ao 2| As x: 2%| pn
A4

® 2x X o1 X ®

Figura 11: Analise numérica de operagdes com areas

Partindo-se do conceito de que o valor numérico da area de um retangulo ¢ o produto
de sua base por sua altura, e utilizando-se das propriedades acima, encontram-se férmulas

para o calculo numérico da area de diferentes figuras:
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Figura

Formula

Comentarios

Retingulo

Aceita-se tal formula como axiomatica na geome-

tria do Ensino Basico. No Ensino Superior, poder-

se-ia entender melhor a origem desta formula a

partir do conceito geométrico da integral definida.

Paralelogramo

Uma sec¢do que passa pela altura
do paralelogramo o divide em um
triangulo retdngulo e um trapézio,
sendo que a hipotenusa do trian-
gulo encaixa perfeitamente num
dos lados do trapézio. Isto forma

um retangulo, cuja férmula ja ¢

conhecida.

-

Triangulo

Sk

Todo tridngulo, se for rotacio-
nado em 180° e encaixado a
outro igual ao original, forma
um paralelogramo. E claro
que o tridngulo original tera
area igual a metade da area do

tal paralelogramo.

Trapézio

A (B+b).h

Todo trapézio pode ser dividi-
do em dois triangulos de altu-
ras iguais. A soma das areas
desses tridngulos de mesma
altura mas bases diferentes da

origem a formula mencionada.
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2.4.2 Aplicacoes na Fisica

Nas questdes de Fisica do Ensino Médio, o contexto em que mais o calculo de area ¢
aplicavel ¢ na analise de graficos. A area de um grafico qualquer traz, muitas vezes, informa-
¢oes extremamente importantes. Como exemplos classicos, t€ém-se os dois fatos a seguir, rela-

cionados a Cinematica:

Fato (a): A area de um grafico velocidade x tempo, durante dois instantes quaisquer, ¢

numericamente igual ao deslocamento efetuado pelo corpo entre esses instantes;

Fato (b): A drea de um gréfico acelerac¢do x tempo, durante dois instantes quaisquer, ¢

numericamente igual a variagdo de velocidade do corpo entre esses instantes.

O maior desafio em relacdo a isso € mostrar para o aluno que as propriedades graficas
relacionadas & area ndo dependem da forma do grafico. E comum que professores e livros rea-
lizem a seguinte abordagem: demonstram a propriedade para graficos de fun¢des do 1° grau
(cujas areas sdo facilmente calculaveis, por poderem ser quebradas em tridngulos) e a partir
dai informam que a propriedade continua valida para outras fungdes; por exemplo, em RA-

MALHO et al (2007) ¢ realizada esta abordagem.

Uma abordagem alternativa, bem interessante, pode ser feita a partir de nogdes de
analise matematica. Muito embora o conceito de integral definida, que € o instrumento formal
para analise grafica na matematica, ndo seja aprendido no Ensino Bésico, o aluno desse nivel
pode compreender o que ha por tras do calculo dessas areas a partir de conceitos simples e ge-
ométricos sobre limites. Pode-se tomar um grafico qualquer e mostrar para o aluno que, se
esse grafico for dividido em retangulos de mesma base, a soma de suas areas serd aproximada-
mente igual a area do grafico, e que essa aproximagao melhora & medida que o nimero de re-
tangulos aumenta, o que leva a crer que infinitos retangulos preencheriam perfeitamente a area
do grafico dado. Portanto, se uma propriedade grafica qualquer relativa a areas ¢ valida para
areas retangulares, ela serd valida para qualquer forma geométrica, ja que qualquer forma geo-

métrica pode ser decomposta em retangulos. Isto esta mostrado na Figura 12.
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f{x) & fix) & fix) & fix) &

B
|
x

x

Figura 12: "Quebra" de area sob um grafico em varios retangulos

Portanto, uma vez mostrado o procedimento acima, pode-se demonstrar os fatos (a) e

(b) aos alunos:

Fato h)emonstrag:ﬁo para func¢io constante Extrapolacao para qualquer
funcio
(a) Retangulo:
A Area=b.h Se o fato ¢ demonstravel
W

velocidade constante através do calculo de area de uma

v l : Assim: funcdo constante, logo ele sera

: : Area=At.v valido para qualquer outra fun-

: : ; cdo, posto que a area sob o grafi-

ti t!z > Portanto: co de qualquer fungdo pode ser

Area=As compreendida como sendo a

soma de areas sob o grafico de

(b) infinitas fungdes constantes.

Retangulo:
Area=b.h

Assim;
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A, Area =Ata
aceleragdo constante
E ' Portanto:
Area=Av

Tl—h

—_ et ——

tz

2.4.3 Exemplo de questao

Um exemplo de aplicag@o de calculo de areas em questdes de cinematica pode ser vis-

to na Questao 3:

Questiao 3 — Formulacio propria: Um automovel, partindo do repouso, percorre um trajeto
retilineo da seguinte forma:

- inicialmente, mantém uma aceleragdo contante igual a 4 m/s?;

- apos 10 s, comeca a frear uniformemente com aceleragao de 2 m/s?;

- ao atingir velocidade nula, cessa permanentemente seu movimento.

Determinar a méaxima velocidade atingida pelo automdvel, o tempo total de movimento ¢ a

distancia total percorrida.

A resolugdo desta questdo pelo método grafico fica extremamente elegante. Um grafi-

co velocidade x tempo da situacdo pode ser desenhado, como ilustra a Figura 13:

‘u(

m/s)

W

Figura 13: Grafico vxt da Questéo 3
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Neste grafico, assinalou-se V como sendo a maxima velocidade atingida pelo automo-
vel e T o tempo total de movimento. Os adngulos o e 3, pela propriedade das tangentes, sdo

tais que tga. =4 e tgf} = 2. Além disso, tais angulos pertencem a tridngulos retangulos com ca-

tetos bem definidos no grafico, valendo entdo equacionar:

t —F 4—V V=40
ga—m = =10 = = m/s

tgf = = T=30s

Tr—10 Tr—10

Para se determinar a distincia total percorrida pelo automdvel, basta agora encontrar a
area sob o grafico referente a0 movimento completo. Agora que se conhece o tempo total de
movimento T (base do tridngulo) e a a velocidade maxima atingida (altura do tridngulo), cal-
cula-se facilmente essa area:

b.h 30.40

= d=—7— = d=600m

A=—
2 2

2.5 Figuras Semelhantes e Razao de Semelhanca

2.5.1 Conceitos matematicos

De acordo com a defini¢do encontrada em MORGADO et al (2002), dois poligonos sdo
semelhantes se os angulos internos forem ordenadamente congruentes e se os lados que for-

mam angulos congruentes forem proporcionais.

Figura 14: Dois poligonos semelhantes

Assim, para que os poligonos da Figura 14 sejam semelhantes:
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( A=24
BE=F5
¢=c
P~p" = 4 7=D
E=FE
AB BC CD DE EA 5

\4’5' _ B'C’ CD' DE EA

O fator de proporcionalidade k é comumente denominado “razdo de semelhanca” na
geometria plana.

Da defini¢do de poligonos semelhantes, advém a seguinte propriedade: dois poligonos
semelhantes podem ser divididos em igual nimero de tridngulos ordenadamente semelhantes.
Se tomamos dois poligonos semelhantes entre si, e tragcamos todas as diagonais que partem de
dois vértices homologos, os tridngulos formados serdo semelhantes, visto que os angulos man-
ter-se-a0 congruentes e os lados proporcionais — a mesma razdo de semelhanca k. Assim, na

Figura 15, temos as seguintes semelhangas de triangulos:

AABC ~AA’B’C’ AACD ~AA’C’D’> AADE ~AA’D’E’

A K d B

Figura 15: Poligonos semelhantes geram tridangulos semelhantes com suas diagonais

Pode-se agora aliar essa propriedade a andlises de areas de poligonos semelhantes. Co-
mecando pelo tridngulo, que € o poligono mais simples: se dois tridngulos semelhantes possu-

em razao de semelhanga k, qual sera a razdo entre suas areas? Ver Figura 16.
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kb k.a

A kc B A ¢ B

Figura 16: Dois tridangulos semelhantes

Aplicando a férmula de 4rea de tridngulo para os tridngulos T, e T,, semelhantes entre

si, temos:

(k.c).(k.b) _ 2 be

AreaT; = S
2 2
A (c).(b) bc
Area Ty = ——= —
2 2
Area Ty _ 52
AreaT,

E, como j& vimos que todos os poligonos semelhantes entre si podem ser decompostos
em tridngulos semelhantes entre si, estendemos o alcance da féormula acima para além dos tri-
angulos e enunciamos que, se dois poligonos quaisquer sdo semelhantes e sua razdo de seme-
lhanga é k, logo a razdo entre suas areas serd k*.

Analogamente, ¢ possivel demonstrar, na Geometria Espacial, que dois solidos seme-

lhantes possuem razdo entre seus volumes igual a k>.

2.5.2 Aplicagoes na Fisica

Semelhangas entre figuras podem ser uteis em solugdes graficas variadas, como sera
visto futuramente em algumas questdes de exemplo neste trabalho.

Uma outra aplicagdo interessante ¢ em questdes sobre dilatagdo térmica. Conside-
rando-se a dilatagdo de um corpo qualquer como sendo isotropica, pode-se afirmar que toda
figura dilatada serd uma figura semelhante a figura original, ja que o fator de dilatacdo serd o
mesmo em qualquer dimensdo desse corpo. Neste caso, o fator de dilatagdo confundir-se-a

com a razdo de semelhanca associada as figuras. Esta propriedade ¢ interessante pois ¢ valida
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tanto para corpos maci¢os quanto corpos com cavidades quando estes sdo dilatados, ja que a
proporgao de variacao da cavidade ¢ igual a propor¢ao de variagdo das partes inteirigas. Res-
salta-se, contudo, que tudo o que foi especificado neste paragrafo restringe-se a dilatagdes que
preservam constantes os coeficientes de dilatagdo associados — o que abrange a totalidade (ou

quase isso) das questdes de Ensino Médio que versam sobre o assunto.

2.5.3 Exemplos de questoes

A Questao 4 ilustra uma aplicagdo de figuras semelhantes em problemas de solugdo

gréfica:

Questiao 4 — Formulacao prépria: Um carro A, partindo do repouso e em uma estrada reta,
acelerar-se constantemente, até atingir certo valor de velocidade maxima. Neste instante, ele
comeca a reduzir sua velocidade, também constantemente, e com mesmo modulo de acelera-
cdo que a inicial. Ao atingir velocidade nula, o carro A para permanentemente.

Um outro carro B repetird a mesma experiéncia, com o mesmo moédulo de aceleragdo que o
carro A, mas com a diferenca de que sua velocidade maxima atingida sera o dobro daquela
atingida por A.

Se o carro A percorreu 200 m, quantos metros percorrera o carro B?

Fagamos dois graficos velocidade x tempo, um para cada carro, como mostrado na Fi-
gura 17. Reparar que, se os modulos de aceleracdo sdo todos iguais, os angulos que os seg-
mentos de reta fazem com o eixo x possuem todos mesmo modulo de tangente, o que significa
angulos internos iguais nos triangulos formados. Além disso, se a velocidade maxima do carro

A ¢V, ado carro B tera de ser 2V, ja que este atingiu o dobro da velocidade maxima daquele.

4 v(m's) & V(m/s)

N ——
carro B

carro &

t(s) t(s)
oL oL cL oL
0 Lol >

Figura 17: Grafico da Questéo 4
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Como os angulos dos triangulos sdo iguais, eles serdo semelhantes. Como a altura do
triangulo B € o dobro da altura do tridngulo A, deduz-se que a razao de semelhanga serd k = 2.
Portanto, a razdo entre as areas serd k? = 4, o que significa que a area do triangulo B ¢é 4 vezes
maior que a area do tridngulo A. Agora, como a drea sob um grafico v x t indica o desloca-
mento do corpo, isto quer dizer que B deslocou-se 4 vezes a mais que A, tendo deslocado por-
tanto 800 m, que ¢ a resposta da questao.

Ja a Questao 5 ilustra uma aplicagdo de figuras semelhantes em problemas de dilata-

¢ao térmica:

Questao 5 — Vestibular AFA: Considere uma chapa quadrada, metélica, de material homo-
géneo, contendo um orificio circular em seu centro. Se a chapa for aquecida de modo unifor-
me e o seu lado aumentar em 2%, entdo a area do orificio

a) diminuirad em aproximadamente 2%

b) diminuira em aproximadamente 4%

c) aumentara em aproximadamente 2%

d) aumentard em aproximadamente 4%

A Figura 18 ilustra a classica dilatacdo de chapas com furos, que € o tema deste proble-

ma:

ANTES DEPOIS

Figura 18: Placa dilatando-se, referente a Questéo 5

Ao se dilatar, placas com furos se dilatam como se fossem infeiri¢as, ou seja, os furos
se dilatam proporcionalmente as placas, aumentando também seu tamanho na mesma razao
em que as placas aumentam.

Como a dilatagdo da placa e do furo sdo proporcionais, as figuras da placa furada antes
e depois da dilatacdo sdo semelhantes. Assim, a razdo entre areas de figuras semelhantes ¢ k2,
sendo k a razdo de semelhanga entre as figuras. Se o comprimento aumenta de 2% (ou seja,

0,02), a razdo de aumento entre a figura antiga e a nova ¢ de 1,02. Portanto:
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A o
SR
A,

A 1022210404 A= 1.04 A,
A,

Ou seja, o que significa um aumento de cerca de 4% da 4rea inicial, que ¢ a mesma

para todo pedaco da placa, inclusive para o buraco.

2.6 Outras questoes interessantes

As Questdes 6, 7 e 8 a seguir sdo outras questdes que podem ser resolvidas de forma

bem interessante com recursos da Geometria Plana.

Questio 6 — BRITO (2011): Quatro automdveis (A, B, C e D) movem-se em uma estrada
reta, todos com velocidade constante. A ultrapassa B as 8:00 h, ultrapassa C as 9:00 h e cruza

com D as 10:00 h. D cruza com B as 12:00 h e com C as 14:00 h. Determine a que horas B

ultrapassa C.

Cada movel tem a sua velocidade propria e constante. Interessa-nos, inicialmente, en-
tender quais sdo os sentidos dessas velocidades. Se adotarmos a velocidade de A como positi-
va, e relendo as informagdes sobre ultrapassagens e cruzamentos do enunciado, fica claro que
A, B e C possuem mesmo sentido de velocidade entre si (sendo portanto todas positivas no
nosso referencial), mas contrario ao sentido da velocidade de D (e portanto D tera velocidade
negativa). Além disso, se A ultrapassou B e C, certamente A possui velocidade maior que as
deBeC.

De posse dessas informagoes, podemos montar o seguinte grafico espago x tempo da
Figura. Note que tudo o que acontece antes ou depois do periodo entre 8:00 e 14:00 ¢ irrele-
vante para esta questdo, sendo portanto irrelevante os valores de posicao inicial que arbitra-
mos para os méveis. Notar que é mais facil fazer o tracado do grafico na seguinte ordem: A,
D, B, C — isto porque o nimero de restricdes impostas a cada carro faz com que, quanto mais
se adiem tais restri¢des, mais dificil fica montar o grafico. Uma incoégnita “x” mostra o que ¢é

pedido no problema.
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oo — — — S —
e - - —- = = =

12 14 horas

Figura 19: Grafico espago x tempo referente a Questao 6

Para quem esta bem acostumado com Geometria Plana, nota-se de imediato uma estru-
tura que se encaixa no Teorema de Menelaus. Este teorema traz relacdes entre segmentos de
reta quando um tridngulo qualquer possui uma reta que corta as trés retas suportes de seus la-
dos. Podemos enxergar essa estrutura melhor se “limparmos” um pouco o grafico e destacar-
mos um tridngulo e uma reta que corta as trés retas de seus lados, conforme a Figura. Perceba

como a reta HJ corta o tridngulo EFG:

‘S

t
-

12 14 horas

Figura 20: Destaque ao tridngulo cortado por uma reta, no grafico referente a
Questéo 6

Aplicando o Teorema de Menelaus a situacao:
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KG HE JF _

KE'HF'G]

Mas sabemos que:

JF = GJ (pois J € ponto médio do segmento FG)
HF = 2HE (pois E ¢ ponto médio do segmento HF)

Aplicando essas informagdes a equagdo de Menelaus, obtemos:

KG
KE’

|
=
Il
—
Il
e
[
Il
(=)
[~
(53]

A informacgdo KG = 2KE faz com que suas projecdes horizontais obedegam a mesma
propor¢do. Portanto:

14— x = 2.(x— 9)

Resolvendo, obtemos x=32/3 h = 640 min = 10:40, horario da ultrapassagem pedida.

Questio 7 — SARAEVA et al (1985): Um engenheiro trabalha numa fabrica, que fica nos ar-
redores da cidade. Diariamente ao chegar a tltima estacdo ferroviaria, um carro que vem da
fabrica transporta-o para o local de trabalho (o carro chega a estacdo sempre no mesmo ins-
tante que o engenheiro). Certa vez, o engenheiro chegou a estagdo uma hora antes do habitu-
al e, sem esperar o carro, foi a pé até o local de trabalho. No caminho encontrou-se com o
carro, chegando assim a fabrica 10 min antes do habitual. Quanto tempo caminhou o enge-
nheiro antes de encontrar-se com o carro? Considerar que os modulos das velocidades do

carro ¢ do engenheiro sdo sempre constantes, ¢ que o mdédulo da velocidade do carro na ida é

igual ao da volta a fabrica.
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Vamos construir um grafico espago x tempo para a historia do enunciado. Inicialmente,
facamos apenas o grafico da situagdo habitual, que é aquela em que o carro da fabrica chega a
estacdo no exato instante em que o engenheiro 14 chega, e ja parte para leva-lo para a fabrica,
com velocidade de mesmo mddulo que antes. Vamos adotar o instante em que o catrro pega o
engenheiro na situacdo habitual como origem temporal do grafico. Com isso, obtemos 0 mos-

trado na Figura, sendo “t habitual” o instante habitual em que o engenheiro chega a fabrica:

A S
_______ _,gfibn_cﬂ_ _ _ _ _ _ carro levando o
engenheira

I
carrg |
indo |
buscar o |
engenheiro |
I

I t (minutos)
- i

estacao t habitual

Figura 21: Grafico s x t referente & Questao 7

Vamos agora acrescentar a esse grafico a situagdo “anormal”: o engenheiro, chegando
a estacdo 1 hora (60 minutos) antes do que ¢ de costume, comega a andar em diregdo a fabrica,
€, %

com uma velocidade menor que o carro, encontrando-se com este no instante “x”, que entdo o

leva a féabrica, 14 chegando 10 minutos antes do tempo habitual:

AS
2 chegada
{fabrn::a nﬁn-hagtu_al

engenheiro
andando

t {(minutos)

|
|
|
|
50 " (t habitual - 10) ¢ habitual

Figura 22: Complementos ao grafico da Questao 7
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Vamos agora “limpar” um pouco o grafico, e reparar que, se 0 modulo de velocidade
do carro sempre se mantém, os angulos agudos de inclinagdo de algumas retas sdo iguais (ja
que o coeficiente angular da reta tangente num grafico s x t ¢ a velocidade do corpo), o que

define alguns triangulos isésceles:

Figura 23: Grafico da Questdo 7 com alguns elementos explicitados

Reparar que a reta CA ¢ paralela a reta DB, ja que a velocidade do carro sempre possui
mesmo modulo. O prolongamento CE gera uma nova reta EA também paralela a DB. Esse pa-
ralelismo faz com que o segmento horizontal ED tenha o mesmo comprimento que o segmen-
to horizontal AB. Além do mais, como o tridngulo CED ¢ isésceles, sendo CE = CD, a altura
de C em relagdo a horizontal (que a corta no ponto de instante x) corta ED ao meio, de forma
que o ponto x ¢ médio entre E e D. Como ED = 10, Dx deve entdo valer 5; e, em estando x a

esquerda da origem, o valor algébrico de x ¢ — 5 min.

Como o problema pede por quanto tempo o homem andou até que o carro o pegasse
nessa situa¢do nao-habitual, se ele comecou sua caminhada no instante -60 e foi pego no ins-

tante -5, entdo a resposta do problema ¢ 55 min.

Questao 8 — SARAEVA et al (1985); vestibular ITA: Trés turistas, reunidos num mesmo
local e dispondo de uma bicicleta que pode levar somente duas pessoas de cada vez, preci-
sam chegar ao centro turistico o mais rapido possivel. O turista A leva o turista B de bicicleta

até um ponto x do percurso e retorna para apanhar o turista C, que vinha caminhando ao seu

encontro. O turista B, a partir de x, continua a pé sua viagem rumo ao centro turistico. Os
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trés chegam simultaneamente ao centro turistico. A velocidade média como pedestre ¢ v, en-

17

quanto que como ciclista € v,. Com que velocidade média os turistas fardo o percurso total?

Dar a resposta em fung@o apenas de v, e v,.

Facamos um grafico espago x tempo para a situagdo, observando que, se as velocida-
des mantém seus modulos constantes:

- os angulos agudos que as retas dos pedestres fazem com a horizontal sdo todos iguais

a um valor unico (denominado aqui de a, e com tangente dada por tga. = v, );

- os angulos agudos que as retas da bicicleta fazem com a horizontal sdo todos iguais a

um valor unico (denominado aqui de B, e com tangente valendo tgf = v,).

Isso estd mostrado no grafico da Figura, em que cada segmento traz consigo a informa-
¢do de pertence a um pedestre (B ou C), ao ciclista (A) ou ao conjunto do ciclista com um ca-
rona (A+B ou A+C). Também foram incluidas nessa figura duas incognitas: d (que correspon-
de ao deslocamento total que deve ser efetuado) e T (tempo total de movimento). Tais varia-
veis foram incluidas pois a sua razdo d/T sera a velocidade média global da situagdo, que ¢ a

pergunta do problema.

15
dl— — — — _ _ _ _
B |
«L _ _ |
|
'Na fasc |
A+B | |
' |
- - - |
C | |
L Ll

Figura 24: Grafico referente a Questao 8

Vamos agora fazer uma nova figura, com alguns pontos e angulos anotados.
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‘S
________ B
|
| _ _AAe _ /e
|
! |
! |
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1 E i
|
ﬁn.'. !_D LH |Kth_
0

Figura 25: Grafico da Quest&o 8, com
alguns elementos geométricos explicitados

A primeira coisa que observamos ¢ que, se OE ¢ paralelo a AB, e AO paralelo a BE, o
quadrilatero OABE ¢ um paralelogramo. Isto implica:

- as projegoes horizontais de AO e EB terem o mesmo valor: OD = HK (chamaremos

de a)

- as proje¢oes verticais de AB e OE terem o mesmo valor: BC = EH (chamaremos de
c)

- as projecgdes verticais de AO e EB terem o mesmo valor: AD = BG (chamaremos de d
+¢)

- as projecdes horizontais de AB e OE terem o mesmo valor: AC = OH (chamaremos
deb+a)

Transportando essas informacgdes para o grafico, temos a Figura:

‘S
e B
C |
LA e
|
|
|
d | |
Fl BAAB
S — G
T 'E |
C
|
i o ID__IH H{;,
]
| a |I:}| g |

Figura 26: Grafico da Questao 8, com alguns
dados geométricos



39

O problema deseja saber a velocidade média global do processo, que naturalmente sera

dada por:

[

c+d
a+h

{equacio 1)

Y=

[

Sabemos as velocidades dos corpos e, consequentemente, as tangentes dos angulos

marcados. Portanto:

- No triangulo OEH:
EH € 5 . 4
= — =, = = = 12
tgo o -~ Ty s c=w(a+ b (equacio 2)
- No tridngulo EAF:
tgf 2 i d b io 3
= — =P, = — = = 15.
4| F = Y2 T ¥, {equacdo 3)
- No triangulo OAD:
p AD d+c i 4
= — =1, =
tg, oD = ¥ (equacdo 4)

Temos um sistema de 4 equagdes a resolver. Podemos inicialmente reduzir para duas,

se substituirmos as equagdes 2 e 3 nas equagdes 1 e 4. Com isso, obtemos as equagdes 5 ¢ 6:

2ey(e +8) + v b
B 2a +b

Y. b+ v(at+b)
B a

a

(eguacio 3)

Ty (equacio 6)
Agora, isolamos b na equagdo 6 e substituimos na equagao 5, para finalmente encon-

trarmos a solu¢ao:

a

vy (3vy + ;)
Ty 43,
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3 Recursos da Geometria Analitica

A matemadtica é o alfabeto com o qual Deus escreveu o
universo.

Pitagoras

3.1 Introducao

A Geometria Analitica ¢ capaz de providenciar ferramentas muito interessantes para a
Fisica, dado que esta area da matematica relaciona de fato a Algebra com a Geometria.

Sendo uma érea extremamente vasta e rica de resultados, nesta secdo exploraremos
apenas alguns recursos da Geometria Analitica, que possuem aplicacdo em problemas de Fisi-
ca do Ensino Médio. Normalmente, a Geometria Analitica é ensinada no 3° ano do Ensino
Meédio, de forma que pressupde-se que, a esta época, o aluno ja esteja familiarizado com al-
guns conceitos matematicos, como trigonometria, matrizes ¢ determinantes, mesmo que de

uma forma bem basica (que € o que interessa realmente aqui).

3.2 Algoritmo de Gauss para calculo de areas

3.2.1 Conceitos matematicos

O algoritmo de Gauss consiste numa forma de se calcular a area de poligonos simples,
quando se conhece as coordenadas de seus vértices. Um poligono simples ¢ um poligono cu-
jos lados ndo adjacentes ndo se interceptam, ou seja, o poligono simples define no plano ape-
nas duas regides: a interna e a externa a si, sendo que os poligonos ndo-simples (ou poligonos
complexos) podem dividir o plano em varias regides separadas. A Figura 27 permite que se

entenda facilmente tal conceito.

Sp p A

Figura 27: Os dois poligonos da esquerda s&o simples, enquanto os dois poligonos da direita sdo
complexos.
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€C_ 9

Quando se conhecem as “n” coordenadas (X;, yi) dos vértices de um poligono simples
qualquer, o algoritmo de Gauss permite que se encontre sua area com o seguinte procedimen-
to:

- 0s vértices (X;, y;) sdo caracterizados em sequéncia (X1, Y1), (X2, ¥2), (X3, ¥3), -+, (Xn, Yn)
tomando-se um dos vértices quaisquer como o primeiro e, a seguir, atribuindo a ordenagao aos
outros vértices na sequéncia em que eles aparecem no poligono. Tanto faz toma-los em forma
horaria ou anti-horaria, desde que seja em sequéncia no poligono;

- ordenados os vértices de acordo com o critério acima, calcula-se a area do poligono

de acordo com a Formula 1.

1 n—1 n—1
A= 3 Z X¥i+1 T X1 — Z Xi+1¥i — ¥ ¥n
i=1 i=1
Férmula 1

O algoritmo de Gauss pode ser melhor entendido (especialmente para alunos do Ensi-
no Médio) quando, ao invés de se operar com a férmula anterior, trabalha-se com uma forma
tabular do algoritmo, ou seja, criando-se uma tabela e, a partir dela, fazendo-se o calculo. Essa
forma ¢ apresentada a seguir, utilizando como exemplo um poligono simples contendo 5 vérti-

ces, conforme a Figura 28:
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‘f"‘ ‘f"‘
(x3, y3)
(x2, y2)
(xq, ya)
(x1, y1) (xs, ys)
FX FK

Figura 28: Poligono simples de 5 vértices, sendo que estes sdo ordenados tomando-se algum vértice qualquer como inicial e
ordenando os outros em sequéncia horaria

Dado o poligono, arbitra-se um de seus vértices como o inicial, e a partir dele, toma-se
um sentido (horario ou anti-horario) a fim de se ordenar seus outros vértices. No caso da Figu-
ra 28, tomou-se como vértice inicial aquele mais proximo da origem, sendo que os outros
vértices foram ordenados numa sequéncia horaria. Ordenados os vértices, faz-se uma tabela
que siga, na vertical, uma disposi¢do ordenada das coordenadas dos vértices, sendo que, ao fi-
nal desta tabela, repetem-se as coordenadas do primeiro vértice (de forma a concordar com o
Algoritmo de Gauss). Tal tabela esta montada na Figura 29. Feita a tabela, procede-se o célcu-
lo da seguinte forma:

- multiplica-se cada coordenada x de uma linha pela coordenada y da linha seguinte, a
comegar pela primeira coordenada x e procedendo até a ultima coordenada y da tabela. Tais
produtos vao sendo somados;

- multiplica-se cada coordenada y de uma linha pela coordenada x da linha seguinte, a
comecar pela primeira coordenada y e procedendo até a tltima coordenada x da tabela. Tais
produtos vao sendo subtraidos do montante acumulado no passo anterior;

- toma-se 0 modulo (valor absoluto) do montante acumulado nos dois passos acima, e
divide-o por 2.

Os trés passos acima constituem na realidade um método pratico e de facil aplicagdo
que conduz ao resultado da Formula 1. O processo lembra um pouco o calculo de um determi-
nante pela Regra de Sarrus — muito embora, ndo estejamos calculando um determinante, visto

que tal tabela nao ¢ uma matriz quadrada, e muito menos de ordem 3 por 3.
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X1 Y1
X2 Y2
it )
X3 y3 - +
Pl [
X4 Y4 B +
Pl [
X5 s ) £t
Pl ) +
X1 Y1 - 1
& N,

Figura 29: Algoritmo de Gauss em forma
tabular para um poligono simples de 5
vértices

3.2.2 Aplicagoes na Fisica

Conhecendo-se o Algoritmo de Gauss, pode-se portanto calcular com rapidez a area de
qualquer poligono simples que possua vértices de coordenadas conhecidas. As aplicagdes dis-
so na Fisica do Ensino Médio sdo basicamente as mesmas para areas de forma geral na Fisica,
sendo que algumas aplicagdes destas que ja foram exploradas neste trabalho. Contudo, o dife-
rencial do uso do Algoritmo de Gauss consiste em ser uma forma de célculo de areas bem
mais simples quando todos os vértices de um poligono forem conhecidos, o que pode aconte-

cer em problemas que envolvem graficos.

3.2.3 Exemplo de questao

Um exemplo de aplicacdo do uso desta ferramenta na Fisica Bésica encontra-se na

Questao 9.

Questio 9 — Formulagdo propria: Um movel, partindo do repouso numa estrada retilinea,
comeca a se movimentar com aceleracdo constante até atingir a velocidade de 10 m/s em 4
segundos. Ele entdo mantém tal velocidade por mais 4 segundos, quando entdo acelera-se no-
vamente de forma uniforme até atingir a velocidade de 16 m/s em 2 segundos de aceleracao.
Neste instante, ele inicia uma desaceleracao uniforme por 6 segundos, quando entdo atinge o

repouso, permanecendo enfim neste estado. Qual foi a distancia percorrida pelo mével ao fim

de todo esse tempo?

Na Questao 9, pede-se “distancia percorrida”, que nesse caso terd o mesmo valor que

o deslocamento do mdvel ja que todo o movimento aconteceu num tnico sentido (a velocida-



44

de nunca mudou de sentido no movimento descrito). Como ja foi visto na Se¢do 2.4, pode-se
calcular tal deslocamento utilizando-se a area do grafico v x t do movimento, o que sera facili-
tado nesse caso pelo Algoritmo de Gauss, visto que o enunciado permite que se encontre facil-
mente as coordenadas de todos os vértices do poligono que sera formado pelo grafico. Adian-
temos que este calculo sera valido pois todos os movimentos ocorreram com velocidades uni-
formemente variadas ou constantes, de modo a formar um poligono simples. A figura a seguir

mostra entdo o grafico do movimento referente ao caso da Questao 9.

& v (m/s)
16

10

Procedemos entdo a montar a tabela com as coordenadas dos vértices, tomando o vérti-
ce (0, 0) como inicial e o restante no sentido horario, até que se chegue novamente ao vértice
inicial. Montada a tabela, executa-se o calculo de area de acordo com o Algoritmo de Gauss,

de forma a encontrar a resposta de 134 metros:

0 0
4 10 area= 1 x|40+128-80-100-256]
Ox4 4 4 +0x10 2
g8 10 '
-10x8 4 Ay 10 drea= 1 x|-268]|
10 16 5
10x10 4 % +8%16
16 0 X o drea = 134
16x16 4] S+ 10x0
0 0

0x0 # 24160
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3.3 Condicao de alinhamento de pontos

3.3.1 Conceitos matematicos

O Algoritmo de Gauss, visto na Se¢do anterior, embora seja uma ferramenta muito til
no calculo de areas, encontra aplicagdo bem restrita em problemas de Fisica Basica. Porém,
uma de suas decorréncias ¢ extremamente interessante, que € a condi¢do de alinhamento de
pontos. Para que um numero qualquer de pontos, pode-se afirmar que tais pontos s6 estardo
alinhados se eles ndo formarem um poligono, ou seja:

Dados n pontos quaisquer, tais pontos estardo alinhados quando, aplicado o Algo-
ritmo de Gauss, o calculo retornar valor nulo.

No Algoritmo de Gauss, isto se passa como se uma reta fosse um poligono sem area,
de forma que poderemos garantir que um resultado nulo no Algoritmo se refira a pontos ali-
nhados. Assim, por exemplo, sabe-se que os pontos (1, 1), (2, 4) e (3, 7) estao alinhados, en-

quanto os pontos (0, 0), (1, 1) e (2, 4) ndo estdo alinhados, conforme os célculos abaixo:

11
S:%x 2 4 :%x|4+14+3-2-12-?|: %XIDIZD resultado nulo indica pontos alinhados
37
11
00
g=14 1 = 1x]|0+4+0-0-2-0/= 1x|2|=1 resultado ndo-nulo indica pontos ndo-alinhados
2 2
2 4
00

Esta condicdo também nos permite encontrar rapidamente a uma equacao de reta,
quando se conhecem dois dos pontos dessa reta. Se queremos obter a equagdo da reta que pas-
sa por dois pontos quaisquer, pode-se entender que um terceiro ponto qualquer (X, y) devera
estar alinhado com os outros dois. Assim, aplicando o Algoritmo de Gauss aos dois pontos co-
nhecidos em conjunto com um terceiro ponto genérico (X, y), € igualando-o a zero, encontra-
se a equacao da reta que passa por esses pontos. Ressalta-se que, como de qualquer forma o

resultado do Algoritmo de Gauss para encontrar uma equacao de reta devera ser 0 (por impo-
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sicdo), passa a ser desnecessario neste caso o uso do fator '4 do algoritmo, j& que o resultado
obrigatoriamente nulo forgara que o termo de valor absoluto, que ¢ multiplicado por esse fator
Y, seja nulo. Também podemos desprezar a propria necessidade de se tomar o valor absoluto
dos termos calculados, ja que o resultado ¢ forcadamente nulo. Enfim, o uso do Algoritmo de
Gauss para encontro de equagdo de reta fica simplificado: basta dispor os pontos (os dois co-
nhecidos e o genérico) na forma tabular, realizar as multiplicagdes, somas e subtracdes carac-
teristicas do algoritmo e igualar tudo isso a zero, sem a necessidade do fato /2 e da tomada de

valor absoluto.

3.3.2 Aplicacgoes na Fisica

O uso desta ferramenta que permite obter-se a condicao de alinhamento de pontos, na
Fisica, ¢ util em varios casos. Podemos citar a obten¢do de equagdes de reta; a obtengdo de
funcdes do 1° grau quando pares ordenados particulares sdo conhecidos; avaliar se (ou quan-

do) corpos estardao numa mesma dire¢ao etc.

3.3.3 Exemplos de questoes

Vejamos como primeiro exemplo a Questao 10, que embora seja simples em sua natu-
reza, mostra como se pode usar a condi¢ao de alinhamento de pontos para obtencao de equa-
coes de reta com facilidade, devido a sua forma simplificada que foi explicada ao final do

item 3.3.1:

Questdao 10 — Vestibular AFA: Um corpo tem seu movimento representado pelo grafico
abaixo, onde s € sua posi¢ao e t o tempo. A equagao horaria que representa esse movimento ¢
gsimj)

15},

3 t{s)

Ve

=]

a)s=12—-3t b)s=15+3t ¢)s=15-3t d)s=15-5t
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A Questao 10 ¢ facilmente resolvida encontrando-se a equacao da reta (s, t) que passa
pelos pontos (0, 15) e (3, 0). Podemos encontrar essa equagdo rapidamente utilizando a condi-

¢do de alinhamento de pontos explicada nesta secao:

015

3 01=0 — D4+ 38+ 15t-45-0-0=0
t s 3s = 45 - 15t

0 15

Outras questdes mais interessantes também podem ser resolvidas com o auxilio dessa

ferramenta de obten¢ao de condi¢ao de alinhamento. Um exemplo disto ¢ a Questiao 11:

Questio 11 — Formulac¢io préopria: Um raio luminoso deve iluminar um objeto pontual O
através de um espelho E (ambos apoiados no solo S). Um anteparo opaco A impede a princi-
pio que a iluminacdo seja feita de forma direta, conforme a Figura 1, mas sua posi¢do inicial
permite a iluminacdo por reflexdo no espelho. O raio sera gerado por uma fonte pontual F

fixa na posicao indicada, que pode gerar o raio em qualquer direciao no plano da figura.

— 70 —

-~ Ih F cm -
[Fﬁ?qr:}e . Z espelho B . Z
p q
- —
anteparo 80 cm A
60 cm
- -
objeto % 0 7
= z solo - = 5
— 3p
cm
Figura 1 Figura 2

a) Usando os dados esquematizados na Figura 2, calcule a que altura no espelho o raio lumi-
noso oriundo da fonte devera atingir, a fim de que o objeto seja iluminado.

b) Admita agora que o anteparo tenha 20 cm de extensdo e pode se movimentar livremente
na horizontal, mantendo constante sua altura. Quais as distancias da extremidade direita do
anteparo (ponto ¢ na Figura 2) até o espelho que permitem a iluminagdo do objeto pela fonte
de forma direta, quais permitem iluminagdo por reflexdo e quais ndo permitem iluminagdo
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alguma?

Para a resolugdo da letra (a) da Questao 11, pode-se fixar um plano cartesiano suja ori-
gem coincide com o ponto de apoio do espelho no solo, estando o eixo x sobre o solo e o eixo
y sobre o espelho, conforme a figura a seguir. Como os espelhos planos obedecem ao princi-
pio da reflexdo simétrica, a altura pedida na questio sera o ponto “h” sobre o eixo y que per-
tence a diregdo da reta formada pela fonte e a imagem O’ do objeto em relagdo ao espelho. As-

sim, basta aplicar a condi¢ao de alinhamento vista nesta se¢ao para que se encontre o ponto h.

4y
F 7 70 80
(-70, 80) 0 h|=0 — -T0h+2400-30h=10
0 0 100h = 2400
-70 80
A
(0, h)
\\
/’ "
7z .
O‘l i \'CI_FK

(30, 0)

Para a resolucdo da letra (b), observamos primeiramente que, de forma genérica, para
anteparos em diferentes posi¢des existem algumas possibilidades: o objeto poder ser ilumina-
do tanto de forma direta quanto por reflexao; ou somente de um unico modo; ou de nenhum

modo. A fim de se explorar melhor essas possibilidades, vejamos a figura abaixo:

4y

raio para
ilumin. pf
reflexdo

Y

_____ P1 1 _ _ _diregdo
anteparo
raio para [y =60 cm)
ilumin. direta
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Para que seja possivel iluminacao direta, o ponto P1 nao pode estar bloqueado pelo an-
teparo. Para que seja possivel iluminagao por reflexdo, o ponto P2 ndo pode estar bloqueado
pelo anteparo. Desta forma, ¢ conveniente encontrarmos quais pontos sao esses, para que en-
tdo possamos avaliar as posi¢des do anteparo que permitem iluminacdo do objeto. Tanto P1
quanto P2 podem ser facilmente encontrados pelo uso da condi¢ao de alinhamento de pontos

(lembrando que eles possuem altura 60 cm):

P1 estd alinhado com F (-70, 80) e O (-30, 0): |-70 80) =0 — -1800 + 80xp1 + 2400 + 4200=10

30 0 80xp1 = -4800
¥ 60 xM = -60 cm
-f0 80

P2 esta alinhado com F (-70, 80) e O' (30, 0): |-70 80| =0 — 1800+ 80xez-2400+ 4200=0

30 0 80xrz = -3600
xP2 60 ¥z =-45cm
-70 80

A figura abaixo mostra os pontos P, e P,, com suas respectivas abscissas, e o anteparo

movel. O item (b) da Questdo 11 pergunta quais sdo as distdncias do ponto q até o espelho
que permitem iluminag@o do objeto O, seja por incidéncia direta, seja por reflexdo no espelho.
Lembrando que o tamanho do anteparo ¢ de 20 cm e que a distancia de P, at¢ P, € de 15 cm, a

analise da figura abaixo nos permite entdo concluir que, se o anteparo pode se mover (manten-

do sua altura fixa de frente a parte refletora do espelho):




50

- Para uma distancia de q ao espelho superior a 60 cm (d > 60 cm), o objeto pode ser

iluminado tanto de forma direta quanto por reflexdo, pois nem P, nem P, estardo bloqueados

pelo anteparo;

- Para uma distancia de q até o espelho que esteja entre 60 cm (inclusive) e 45 cm (ex-
clusive) (60 cm > d > 45 c¢m), o objeto s6 podera ser iluminado por reflexdo, pois o ponto P,
estara bloqueado pelo anteparo, mas néo P,;

- Para uma distancia de q até o espelho que esteja entre 45 cm (inclusive) e 40 cm (in-
clusive) (45 cm > d > 40 cm), o objeto ndo podera ser iluminado de nenhuma forma, pois am-
bos os pontos P, e P, estardo bloqueados pelo anteparo;

- Para uma distancia de q até o espelho que esteja entre 40 cm (exclusive) e 25 cm (in-
clusive) (40 cm > d > 25 cm), o objeto s6 poderd ser iluminado de forma direta, pois o ponto

P, estara bloqueado pelo anteparo, mas nao P,.

- Para uma distancia de q ao espelho inferior a 25 cm (d < 25 cm), o objeto pode ser ilumina-

do tanto de forma direta quanto por reflexéo, pois nem P, nem P, estardo bloqueados pelo an-

teparo.

3.4 Analise cilindrica

3.4.1 Anadlise voltada as aplicacoes na Fisica

Na matematica do Ensino Superior, costuma-se estudar diferentes tipos de coordena-
das (como as coordenadas cilindricas e as esféricas) em disciplinas de Geometria Analitica
e/ou Calculo. Alguns conceitos basicos desses sistemas de coordenadas podem ser uteis no
Ensino Médio, sobretudo na resolucao de problemas de Fisica Basica que possuem alguma si-

metria condizente com esses tipos de coordenadas.

Especificamente, as coordenadas cilindricas podem ser de grande ajuda em questdes
que envolvem algum tipo de rotagdo, visto que ¢ muito mais simples, nesses casos, trabalhar-
se com esse tipo de coordenadas do que com as coordenadas retangulares (que sdo geralmente

0 unico tipo de coordenadas que alunos do Ensino Médio conhecem).
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Nao ¢, contudo, necessario que o aluno saiba de fato a teoria de coordenadas cilindri-
cas em todo seu rigor, como as notagdes (1, ¢, z) ¢ as transformagdes de coordenadas de um
tipo de sistema para outro. O simples entendimento de que um problema pode ser melhor en-
tendido se analisarmos os eixos radial e tangencial (caracteristicos de um sistema cilindrico)
do que se analisarmos 0s eixos X € y convencionais, ja ¢ o suficiente numa vasta gama de pro-

blemas desafiadores que envolvem rotagdo na Fisica do Ensino Médio.
3.4.2 Exemplos de questoes

Vamos comegar a analise dessa ferramenta com a Questao 12:

Questiao 12 - SARAEVA et al (1985); BRITO (2011): Trés tartarugas encontram-se nos
vértices de um tridngulo equilatero de lado L. Simultaneamente, elas comegam a se movi-
mentar com uma velocidade de modulo constante V, sendo que a primeira sempre se dirige
em direcdo a segunda, a segunda sempre em direcdo a terceira e a terceira sempre em dire¢ao

a primeira, conforme a figura:

A

-

a) ApoOs quanto tempo as tartarugas vao se encontrar?

b) Qual a distancia percorrida por uma tartaruga qualquer nesse episodio?

A Questao 12 apresenta varias dificuldades para os alunos que estao vendo este tipo
de problema pela primeira vez. A primeira dificuldade ¢ visualizar como as tartarugas irdo se

deslocar, e qual sera a forma da trajetdria delas. Porém, com um pouco de reflexdo, os alunos
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costumam entender, corretamente, que as tartarugas possuem um misto de movimento giratd-
rio com aproximacao, ja que elas sempre se movimentam no sentido de se aproximarem. Tudo
ocorre como se o tridngulo equilatero da figura, que possui as tartarugas em seus vértices, fos-
se girando e se encolhendo simultaneamente, em dire¢do ao centro do tridngulo, conforme a

sequéncia de figuras abaixo (onde também diminuimos a tartaruga para melhor visualizagdo
do encolhimento):

Superpondo-se essas figuras, fica mais facil de se visualizar a trajetoria descrita por

cada tartaruga, conforme a proxima figura, na qual nota-se uma clara tendéncia de encontro
das tartarugas no centro do triangulo:

Entendidos como ¢ o movimento das tartarugas e as formas das trajetdrias, os alunos
esbarram numa proxima dificuldade: como calcular o tempo de encontro? Como calcular o

comprimento da trajetoria para se avaliar a distancia percorrida, se a forma da trajetoria ¢ uma
curva de dificil avaliagdo?
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Tais duvidas surgem naturalmente pois o aluno de Ensino Médio estd condicionado a
analisar problemas com um pensamento em coordenadas cartesianas retangulares. Por exem-
plo, o aluno de Ensino Médio acostumou a resolver problemas de Langamento Obliquo de-
compondo o movimento em dois eixos, X e y, sendo que cada um desses eixos possui, projeta-
do em si, um tipo de movimento conhecido (MU no eixo x e MUV no eixo y). Mas no caso do
problema das tartarugas, a tentativa da analise em coordenadas retangulares x e y praticamente

impossibilita 0 andamento da resolugao.

?

Vily
g0

E ai que entra a analise por coordenadas cilindricas. O aluno, que geralmente ja enten-

deu perfeitamente que ha um misto de rotagdo com aproximacao, ¢ convidado a fazer um pa-
ralelo: se no movimento obliquo podemos decompor o movimento em horizontal e vertical,

tentemos decompor o movimento das tartarugas em rotagao e aproximagao:

aproximacéo rotacéo
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Também podemos refazer as figuras suprimindo os tridngulos, para melhor visualiza-

¢do:
O —
o 1 P N\
- S
o / A
s} 1 / A
o 9] : ! A
9] o —_— | | !
L] — - . |
9] -0
- ~. f
-~ S .l'l
O [} 9] / \K@
[ O 8] ~ N
- - -
aproximacao rotacéo

Identificados os movimentos superpostos, podemos decompor os vetores velocidade V
de cada tartaruga de forma conveniente, a concordar com os movimentos da superposi¢do. Se
cada vetor velocidade V € responsavel por uma aproximagdo e uma rotacdo, V devera ter uma
componente Vr radial (responséavel pela aproximagdo) e uma componente Vt tangencial (res-
ponsavel pela rotacdo). Cada tartaruga sempre aponta o vetor V para a vizinha sobre os lados
do triangulo, de modo entdo que as componentes Vr e Vt formam, com o vetor V, um triangulo

retangulo com um angulo de 30° entre Vr e V, conforme a figura:

Portanto, temos Vr = Vcos30° e Vt = Vsen30°. Vamos agora responder aos itens do

problema:
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a) para se encontrar o tempo até o encontro, basta perceber que, na dire¢ao radial, cada
tartaruga ira percorrer uma distdncia igual a LV3/3 (distancia do centro de um tridngulo equi-
latero até um de seus vértices) com velocidade de modulo constante Vr = Vcos30° = V3/2.

Assim, o tempo ser4 a razdo da distancia pela velocidade: t = (LN3/3)/(VV3/2) = 2L/3V.

b) para encontrar o comprimento da trajetdria curvilinea descrita por cada tartaruga,
basta lembrar que tal trajetoria é percorrida com velocidade de modulo constante V, no tempo
total calculado no item (a). Portanto, tal distancia serd o produto da velocidade pelo tempo: d

=2L/3.

Problema semelhante caiu no vestibular do ITA de 2011, conforme podemos ver na

Questio 13:

Questio 13 — ITA (2011): Um problema classico da cinematica considera objetos que, a par-
tir de certo instante, se movem conjuntamente com velocidade de mddulo constante a partir
dos vértices de um poligono regular, cada qual apontando a posicao instantanea do objeto vi-
zinho em movimento. A figura mostra a configuracdo desse movimento multiplo no caso de
um hexagono regular. Considere que o hexagono tinha 10,0 m de lado no instante inicial e
que os objetos se movimentam com velocidade de moédulo constante de 2,00 m/s. Apods
quanto tempo estes se encontrardo e qual devera ser a distancia percorrida por cada um dos

seis objetos?

Um raciocinio exatamente analogo ao da Questao 12, mas aplicando a decomposi¢ao
velocidade num angulo de 60° devido ao fato de nesse caso ser um hexagono, nos leva as res-

postas de 10 s e 20 m.
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Podemos ainda generalizar esse tipo de problemas para qualquer poligono regular, o

que configura num problema bem desafiador, conforme a Questio 14:

Questiao 14 — Formulacao propria: Um poligono regular de n lados possui, em seus vérti-
ces, objetos que de repente comegam a se mover conjuntamente, com velocidade de modulo
constante, cada qual apontando a posicao instantanea do objeto vizinho em movimento. Con-
sidere que o poligono tenha lado inicial de comprimento L, e que os objetos se movimentam

com velocidade de mddulo constante V. Apos quanto tempo estes se encontrardo e qual deve-

ra ser a distancia percorrida por cada um dos n objetos?

Inspirados pelas questdes 12 e 13, somos levados a decompor a velocidade V em duas

componentes: a radial Vr (de modulo V.cos0) e a tangencial Vt (de modulo vale V.sen6).

(poligono .
regular .
de nlados)

O valor do angulo 0 pode ser encontrado com conhecimentos basicos de Geometria

Plana:

- o valor do angulo interno de um poligono regular de n lados ¢ dado pela féormula o =

(n-2).180°n;

- 0 angulo 0 da figura acima ¢ a bissetriz do angulo interno de um poligono de n lados;

- portanto, 6 = (n-2).180°2n.
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Portanto, temos Vr = Vcos[(n-2).180°2n], e Vt = Vsen[(n-2).180°2n]. Vamos agora

responder aos itens do problema:

- Tempo de encontro: para se encontrar o tempo até€ o encontro, primeiro devemos ob-
ter a distancia radial que separa um vértice qualquer do centro O do poligono regular de n la-
dos. Para isto, observamos que essa distancia (chamaremos de R, pois coincide com o raio da
circunferéncia circunscrita ao poligono) é obtida por meio do uso de um tridngulo retangulo,
cuja hipotenusa vale R e cujo lado adjacente ao angulo 6 vale L/2. Na figura abaixo, mostra-
mos esse procedimento para dois casos particulares (tridngulo e quadrado), e depois para o

caso geral do poligono regular de n lados:

L
]
R L2
L 0
L
poligono regular 3 lados paligono regular 4 lados paoligono regular n lados
(tridngulo) (quadrado) (n-agono)

Do tridngulo retangulo, observamos que cost = L/2R, e logo R = L/2cos6 (sendo que o
angulo 0 ja foi calculado previamente ainda nesta questdo: 6 = (n-2).180°/2n). Portanto, cada
tartaruga ird percorrer uma distancia igual a R = L/2cos0 = L/2cos[(n-2).180°2n], com veloci-
dade de modulo constante Vr = VcosO = Vcos[(n-2).180°2n]. Assim, o tempo sera a razao da

distancia pela velocidade: t = L/2Vcos?[(n-2).180°2n].

- Distancia percorrida: para encontrar o comprimento da trajetoria curvilinea descrita
por cada tartaruga, basta lembrar que tal trajetoria é percorrida com velocidade de modulo
constante V, no tempo total calculado logo acima. Portanto, tal distancia serd o produto da ve-

locidade pelo tempo: d = L/2cos?[(n-2).180°%2n].

Neste ponto, e se os alunos ja tiverem tido contato com outras questdes que sao casos
particulares da Questao 14 (como a Questao 12 ¢ a Questao 13), ¢ interessante fazé-los ob-
servar que as respostas desta questdo devem coincidir com as dos casos particulares, caso os

dados particulares sejam nelas inseridos. Assim:
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- Aplicando os dados da Questao 12 (tridngulo n = 3, lado L, velocidade V): tempo t =
L/2Vcos?[(3-2).180%2.3] = L/2Vcos?[30°] = 2L/3V; distancia percorrida d = L/2cos*[(3-
2).180°%2.3] = L/2cos?[30°] = 2L/3. Ambas as respostas (tempo e distancia) concordaram.

- Aplicando os dados da Questao 13 (hexagono n = 6, lado 10 m, velocidade 2 m/s):
tempo t = 10/2.2.cos?[(6-2).180°/2.6] = 10/4cos?*[60°] = 10 s; distancia percorrida d =
10/2.cos?[(6-2).180°2.6] = 10/2co0s?*[60°] = 20 m. Ambas as respostas (tempo e distdncia) con-

cordaram.
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4 Outros problemas

Inspiragdo é necessaria em Geometria, tanto quanto em
poesia.

Alexander Pushkin

4.1 Introducao

Nesta secdo, serdo apresentados alguns outros problemas interessantes de Fisica do

Ensino Médio, que possuem resolucdes contendo recursos geométricos.

4.2 Problemas

Questiao 15 — SARAEVA ef al (1985); BRITO (2011): Na figura abaixo, uma barra de mas-
sa 1 kg (mantida sempre na vertical por anteparos fixos) encontra-se apoiada sobre uma cu-
nha de massa 4 kg e dimensdes h = 60 cm e comprimento L = 30 cm. A cunha ¢ livre para se

mover sobre um solo horizontal. Se a gravidade local vale g = 10 m/s? e todos os atritos sdo

despreziveis, determine:
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—__ barra

cunha

solo

a) a aceleragdo vertical de descida da barra;

b) a correspondente aceleracdo horizontal da cunha.

Na Questao 15, tem-se dois corpos se movimentando: a barra e a cunha. As forcas que
atuam em cada um desses corpos sao:

- na barra: for¢a peso (mddulo Pb); normal de contato com a cunha (mddulo N); nor-
mais de contato com os anteparos (modulos F1 e F2).

- na cunha: peso (moédulo Pc); normal de contato com a barra (mddulo N); normal de
contato com o solo (modulo N”).

A figura abaixo nos ajuda a entender as dire¢cdes ¢ modulos das forcas envolvidas. De-
nominamos de 6 o angulo de inclinagdo da cunha, e por conceitos basicos de geometria tam-

bém podemos dizer que 0 ¢ o angulo que a normal de modulo N faz com a vertical:
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F1 ) F2

Como a barra desce acelerada (estando restrita a vertical), suas componentes de forgas
horizontais se anulam. Portanto, sua for¢a resultante Fb terda modulo dado pela diferenga de Pb

com a componente vertical de N que lhe atuam:

Fb =Pb—Ncosb (equagdo 1)

Como a cunha se move para a esquerda de forma acelerada (estando restrita a horizon-
tal), suas componentes de forcas verticais se anulam. Portanto, sua forca resultante Fc tera
moddulo dado pela componente horizontal de N:

Fc=Nsenf (equagdo 2)

As equagdes 1 e 2, desenvolvidas, tomam o seguinte aspecto:

My.a, = My.g — NcosO

m..a. = Nsen0

As massas e a gravidade sdao conhecidas (m, = 1 kg, m. = 4 kg, g = 10 m/s?). Também

podemos encontrar as fungdes trigonométricas do angulo 6 porque os lados do tridngulo foram
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fornecidos (resultando em tgf = 2; senf = 0,9; cos® = 0,45). Aplicando tais valores as equa-

¢Oes acima, obtemos:

a,=10-0,45.N
4a.=0,9.N

Reparamos que o uso das Leis da Mecanica resultaram num sistema de duas equagdes
com 3 incdgnitas, sendo portanto invidvel sua resolucdo somente com essas equagoes.

Deve-se encontrar portanto uma terceira equagdo que envolva essas mesmas incogni-
tas. Tal equagdo surgira do vinculo geométrico existente entre as duas acelera¢des da barra e
da cunha. Isto porque, se a barra esta restrita a vertical, a cunha restrita a horizontal, ¢ ambos
estdo sempre em contato com a superficie de dngulo 0, as aceleracdes da barra e da cunha per-
tencerdo a um triangulo retangulo com um dos angulos sendo 6. Vendo isso de uma outra ma-
neira: a cada metro que a barra descer, a cunha andara para esquerda uma quantidade de me-
tros que forma um lado de um tridngulo, com altura 1 m (da descida da barra), com angulo 0

oposto a esse 1 m:

Do triangulo formado, podemos afirmar que tgf = a,/ a., ou ainda:

ap = a..tgh

O que faz muito sentido, pois, quanto maior a inclinag¢do 0 da figura, maior a tendéncia

da barra descer, ¢ menos da cunha se movimentar horizontalmente, o que indica o vinculo ge-

ométrico existente entre esses corpos.



63

De qualquer forma, substituindo o valor da tangente de 6 na equacdo, formamos com

as outras duas equacdes que ja tinhamos o seguinte sistema:

a,=10-0,45N
4a.=0,9.N
a,=2.a,

Resolvendo este sistema, obtemos as aceleragdes pedidas: a, = 5 m/s?; a. = 2,5 m/s>.

Questao 16 - (AFA — 2006): Para intervalos de temperaturas entre 5 °C e 50 °C, o calor espe-
cifico (c) de uma determinada substancia varia com a temperatura (t) de acordo com a equa-
¢do ¢ = t/60 + 2/15, onde ¢ ¢ dado em cal/g.°C e t em °C. A quantidade de calor necessaria
para aquecer 60 g desta substancia de 10 °C até 22 °C ¢

a) 350 cal b) 120 cal ¢) 480 cal d)288 cal

Na Questao 16, deseja-se obter uma quantidade de calor sensivel, sendo dadas a massa
m = 60 g e a variagdo de temperatura AT =22 — 10 = 12 °C do corpo. Nesse tipo de problema,
os alunos de Ensino Médio estdo normalmente acostumados a usar calores especificos cons-
tantes, para aplicar na féormula Q = mcAT. Porém, neste problema, o calor especifico ¢ varia-
vel com a temperatura, de acordo com a fungao ¢ = t/60 + 2/15. Neste caso, o fato do calor es-
pecifico variar gera duvidas.

Talvez a melhor forma de comecarmos uma analise disto no Ensino Médio ¢ com algu-
ma informac¢do visual. Vamos plotar o grafico calor especifico em funcdo do tempo dessa
substancia, ja que nos foi dada a funcdo que relaciona essas variaveis. Sendo uma fungdo do
1° grau, seu grafico € representado por uma reta, com abscissas limitadas aos valores de 5 e 50

°C, conforme a Figura 1 abaixo:



64

Ac AC

| 142 |
| 310 | |
|
215 : 215 | | :
| |
|
| S R
A 50 B 10 22 50
Figura 1 Figura 2

Podemos incluir nesse grafico os valores inicial e final de “c” no aquecimento dado, ou
seja, os valores de “c” para as temperaturas de 10 e 22 °C. Esses valores podem ser obtidos

simplesmente utilizando-se a func¢do ¢ x T dada:

c(10) = 10/60 + 2/15 = 3/10

c(22) = 22/60 +2/15 = 1/2

E assim, formamos o grafico mais completo dado pela Figura 2 acima. Agora, podemos

compreender melhor o problema.

Vamos analisar a conhecida formula Q = mcAT que usamos quando “c” ¢ constante. Ob-
serve que, se dividimos essa equagao por “m”, obtemos Q/m = cAT quando “c” é constante. O

que significa o produto cAT para “c” constante? Observe a Figura 3 abaixo:

Ac AC
c 112
310

|

|

|

|
To——=—»T 10 22

T
|
AT
Figura 3 Figura 4

€6\

Essa Figura 3 representa o grafico de uma fung¢ao constante, com o valor de “c” man-
tendo-se invariante ao longo da variacao de temperatura. O produto cAT representa, portanto,

a area sob o grafico c xT entre as temperaturas inicial e final. Entdo podemos afirmar, base-
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ando-nos na equacao Q/m = cAT, que podemos encontrar o valor Q/m numa troca de calor
simplesmente calculando a area sob o grafico ¢ x T, quando esse calor especifico “c” ¢ cons-
tante ao longo da variagdo de temperatura. Mas isso leva a uma segunda questdo: e se o calor

especifico for variavel com a temperatura, como é o caso desta questio?

A resposta a essa pergunta €: ndo importa que ele varie! O valor Q/m de qualquer troca de
calor pode ser encontrado analisando-se a area sob o grafico ¢ x T, mesmo que o valor de “c”
seja variavel com a temperatura. Essa propriedade €, na verdade, advinda do célculo integral,
no qual ndo entraremos em muitos detalhes. O que nos interessa aqui € que, para resolver esta
questdo, vamos simplesmente calcular a area sob o grafico mostrado na Figura 4, que repre-
senta a troca de calor do problema (repare que a Figura 4 ¢ uma pequena modificagdo da Figu-

ra 2), e igualar essa area a Q/m.

A érea sob o gréfico na Figura 4 representa um trapézio, cuja area ¢ dada, entdo, por:

(base maior + base menor)._(altura)

e =

red 2
13
1222210

AFEE=E2+1U}[ }=E

2 10
Q_48 _ q_%8 gp_288 cal
m 10 10

E assim, pode-se enunciar uma propriedade: “a razao entre o calor trocado por um corpo e
sua massa (ou seja, Q/m) ¢ igual a area sob o grafico ¢ x T desse corpo, onde essa area € limi-

tada pelas temperaturas inicial e final.”

Uma outra forma de se resolver esse problema, cujo fundamento ¢ decorrente das proprie-
dades geométricas acima, ¢ a seguinte: veja que no grafico dado pela figura 4, se “partirmos”
a parte inclinada ao meio e redistribuirmos essa parte, conseguiremos formar um retangulo,

conforme mostra a Figura 5:
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AC (esta parte pula AC

T
-

Figura &
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Conseguimos, portanto, formar um retangulo com a mesma area do trapézio, e esse retan-
gulo possui altura dada pela média das bases maior e menor desse trapézio. Em outras pala-
vras: conseguimos uma “fun¢do constante equivalente” do calor especifico “c”, com mesma
area do trapézio da fungdo variavel do problema. Essa fun¢do constante possui o valor de “c”

que ¢ a média entre os valores extremos da funcao varidvel, que eram 3/10 e 1/2, ou seja:

3.1
c_10" 2

2

2
:

€6\ A

Esse valor médio de “c”, que é constante, estd associado a uma troca de calor cujo efeito
total entre as temperaturas 10 e 22 °C é o mesmo da troca de calor com o “c” variavel da fun-
¢do dada no problema. Portanto, poderemos usar a equacao Q = mcAT com esse valor de “c”,
pois o calor Q nesse caso serd o mesmo solicitado do problema (ja que as areas do trapézio e

do retangulo equivalente sdo iguais). Assim:

Q0 =mcal = EU_;[EE— 10) =288 cal

Estas conclusdes geométricas permitem a obtencdo de uma outra propriedade: “quando

o calor especifico de uma substancia variar /inearmente (ou seja, uma fungao do 1° grau) com
a temperatura, o calor trocado por essa substancia entre as temperaturas T, ¢ T equivale ao ca-
lor trocado por uma substancia que teria o calor especifico dado pela média entre os valores de

¢(T,) e c(T), entre as mesmas temperaturas extremas”.
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5 Relatério de aplicagoes durante o Estagio Su-

pervisionado

A prova de todo conhecimento é a experimentagdo.

Richard P. Feynman

5.1 Introducao e comentarios gerais

Durante a disciplina de Estagio, foi possivel analisar quais seriam os resultados da
aplicacdo de algumas questdes desafiadoras de fisica do Ensino Médio a diferentes turmas e
alunos, e quais seriam os caminhos tomados pelos alunos nestas questdes antes ¢ depois de
eles terem contato com algumas das ferramentas geométricas descritas neste trabalho (e incen-
tivados a utilizarem-nas).

Tais inser¢des foram feitas nas ocasides em que o autor desta monografia ministrou au-
las durante a disciplina de Estagio Supervisionado II, sendo que ele mesmo iria aplicar as
questdes desafiadoras, ensinar ou revisar ferramentas geométricas interessantes concernentes a
essas questdes, e interrogar a turma sobre suas impressoes sobre as solucdes geométricas, em
contraste com as solucdes algébricas, tendo tudo isto sido combinado com o professor da tur-
ma.

No geral, o que se observou foi:

- quando as questdes eram apresentadas sem qualquer tipo de explicagao sobre ferra-
mentas geométricas, pouquissimas foram as ocasidoes em que alunos foram bem-sucedidos
nestas questoes;

- quando as ferramentas geométricas eram apresentadas, € os alunos incentivados a
tentarem utiliza-las, um nimero maior de alunos conseguiram resolver as questdes (total ou
parcialmente);

- quando os alunos viam a resolu¢do de uma questdo utilizando recursos geométricos,
a proxima questao que eles tinham contato possuia uma média de desenvolvimento maior do
que antes.

Alguns resultados interessantes serdo comentados nas proximas segdes deste capitulo.
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5.2 Aplicacao da Questao 3 em turma regular do 1°

ano do Ensino Médio

5.2.1 Situacao

A Questao 3 desta monografia foi apresentada a uma turma do 1° ano do Ensino Mé-

dio, composta por 34 alunos. Reproduzimos a Questao 3 abaixo:

Questio 3 — Formulacio propria: Um automovel, partindo do repouso, percorre um trajeto
retilineo da seguinte forma:

- inicialmente, mantém uma aceleragdo contante igual a 4 m/s?;

- ap6s 10 s, comega a frear uniformemente com aceleracio de 2 m/s?;

- ao atingir velocidade nula, cessa permanentemente seu movimento.

Determinar a méxima velocidade atingida pelo automdvel, o tempo total de movimento e a

distancia total percorrida.

5.2.2 Antes de explicar algumas ferramentas geomeétricas

Varios alunos conseguiram chegar a alguns resultados corretos (pelo menos parcial-
mente), mas alguns se embolaram no fato de o movimento descrito ndo possuir “uma equa-
¢do” que resolva todo o problema. Pelo fato de haver dois movimentos diferentes descritos
(dois movimentos uniformemente variados, cada qual com seus parametros), somente conse-
gue resolver algebricamente esta questdo quem se da conta disso e usa os resultados finais do

primeiro movimento como condigdes iniciais do segundo movimento.

Neste contexto, uma resolug@o interessante (embora ndo 100% correta) foi a de uma
aluna, que se encontra na Figura 30. Como se ode observar, a aluna dividiu 0 movimento em
dois “trechos”, tendo identificado corretamente que a posigao s e a velocidade v do instante 10
segundos (instante final no “trecho 1) consistem na posi¢ao inicial sy € na velocidade inicial
vo do “trecho 2”. Desta maneira, obteve com sucesso a posicao final do “trecho 2”, que coinci-
diu com a distancia total percorrida (ja que o movimento foi retilineo e num unico sentido, ¢ a

posic¢ao inicial atribuida como 0). Além disso, obteve com sucesso a velocidade de 40 m/s (fi-
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nal do “trecho 1), que corresponde a velocidade maxima alcangada pelo automoével. A aluna
ndo explicou esta correspondéncia na questdo, mas quando indagada, disse corretamente que
esta seria a velocidade maxima pois foi o ultimo instante antes do comeco do freio. O unico
erro maior da aluna foi ter dado como resposta o tempo de 20 segundos como tempo total de
movimento, sendo que este na verdade ¢ o tempo de conclusao do “trecho 2” apenas ( que de-
veria ser somado ao tempo de 10 segundos do “trecho 1” para que se alcancasse a resposta

correta de 30 segundos).
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Figura 30: Resolugéo da Questao 3 por aluna do 1° ano, sem o uso de ferramentas geométricas.

5.2.3 Apos explicar algumas ferramentas geomeétricas

Foi entdo revisada em sala de aula as propriedades dos graficos da cinemaética, em es-
pecial o conceito de area de grafico velocidade-tempo. Uma outra questdo foi resolvida exclu-
sivamente por meios graficos, sendo entdo pedido aos alunos que refizessem a Questio 3,
mas desta vez todos deveriam primeiro construir um grafico velocidade-tempo da situagdo e, a

partir dele, tentar desenvolverem a resolucao da questao.

Uma solugdo interessante, desenvolvida por um aluno, encontra-se na Figura 31:
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Figura 31: Resolugéo da Questéo 3 por aluno, incentivado a utilizar graficos

Notamos, nesta resolucdo, que o aluno construiu corretamente o grafico velocidade-
tempo da situagdo apresentada. Pelo gréafico, ¢ imediato perceber que a velocidade maxima al-
cangada ¢ a velocidade final do primeiro movimento acelerado. O aluno encontrou essa velo-
cidade méxima utilizando o conceito de aceleragdo média (que € nesse caso, pelo menos de
forma implicita, o conceito de tangente do grafico velocidade-tempo, ja que o movimento ¢
uniformemente variado, gerando assim segmento de reta inclinado). O aluno entdo usou a
equacao de Torricelli para encontrar o deslocamento efetuado até que o mével alcangasse a ve-
locidade maxima, encontrando o resultado correto de 200 m (muito embora tal resposta nao
seja necessaria, € nem utilizada no prosseguimento da resolu¢do). Por meio de uma equacao
velocidade x tempo, ele encontrou o tempo do segundo movimento e corretamente adicionou
10 segundos a esse tempo, encontrando o tempo total de 30 segundos. Por fim, encontrou o

deslocamento total aplicando a area do triangulo total formado pelo grafico.
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5.2.4 Apés a explicacao da questao no quadro, tanto da for-

ma algébrica quanto da forma geométrica

A Questao 3 foi entdo resolvida no quadro de duas formas: uma algébrica, separando
os movimentos em dois, e outra geométrica, da forma exata como foi proposta nesta monogra-

fia.
A maioria dos alunos:

- achou a solugdo geométrica mais “clara” de se compreender (principalmente o fato
de a velocidade final do primeiro trecho ser a maior velocidade de todas no movimento com-

pleto, visivel pelo pico do gréfico);

- achou a solucdo geométrica mais “enxuta”, isto €, escrevendo-se menos ¢ utilizando-

S€ menos equacionamentos;

- compreendeu o fato de que questdes que envolvem diferentes movimentos de um mesmo

corpo podem se tornar mais simples de se entender se um grafico inicial fosse montado.

5.3 Aplicacao da Questao 8 em turma preparatoria

para concursos militares

5.3.1 Situacao

A Questao 8 desta monografia foi apresentada a uma turma cujos alunos se preparam
para os vestibulares do ITA e do IME. A turma é composta por 23 alunos, com idades variando
de 16 a 21 anos, sendo que tais alunos ou estdo cursando a 3? série do Ensino Médio, ou ja

concluiram o Ensino Médio.
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Alguns alunos desta turma admitiram que ja conheciam esta questdo, sendo portanto

desconsiderados do espago amostral de estudo, que foi reduzido a 15 pessoas. Reproduzimos

a Questao 8 abaixo:

Questao 8 — SARAEVA et al (1985); vestibular ITA: Trés turistas, reunidos num mesmo
local e dispondo de uma bicicleta que pode levar somente duas pessoas de cada vez, preci-
sam chegar ao centro turistico o mais rapido possivel. O turista A leva o turista B de bicicleta
até um ponto x do percurso e retorna para apanhar o turista C, que vinha caminhando ao seu

encontro. O turista B, a partir de x, continua a pé sua viagem rumo ao centro turistico. Os

trés chegam simultaneamente ao centro turistico. A velocidade média como pedestre € v,, en-

quanto que como ciclista ¢ v,. Com que velocidade media os turistas fardo o percurso total?

Dar a resposta em fung@o apenas de v, e v,.

5.3.2 Antes de incentivar o uso de ferramentas geomeétricas

Dos 15 alunos que tiveram contato pela primeira vez com uma questido do tipo desta
Questao 8, somente 1 conseguiu éxito total (isto ¢, resolveu a questdo de forma 100% corre-
ta). Alguns outros chegaram a algumas conclusdes pelo caminho da resolucao, e alguns mal
iniciaram a questdo. O aluno que resolveu corretamente a questdo, o fez de forma algébrica
pura, levando cerca de 45 minutos para conclui-la. Nas proximas trés figuras, reproduzimos
integralmente a solucao do aluno, inclusive os “rabiscos” feitos por ele nas partes que ele veri-

ficou por si proprio que nao o levariam a “lugar algum” na questao.
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Figura 32: Parte 1 da resolu¢do da Questao 8 por aluno, de forma puramente algébrica




Figura 33: Parte 2 da resolu¢do da Questao 8 por aluno, de forma puramente algébrica




Figura 34: Parte 3 da resolu¢do da Questao 8 por aluno, de forma puramente algébrica
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Como podemos ver, a solugdo ficou grande e extremamente “tediosa”, pois a partir dos
equacionamentos iniciais, virou um problema de matematica quase pura, “bracal”. Mas desta-
camos o empenho e o sucesso do aluno, que demonstrou ser capaz de resolver uma questao

bem dificil, ndo importando os meios utilizados.

Vemos, pela Figura 32, que o aluno comeca entendendo o problema por meio de um
desenho simples, onde ele fez o caminho entre os pontos inicial e final do movimento, ¢ indi-
cou nessa mesma figura os percursos feitos de bicicleta e a pé. Tal desenho permitiu que ele
percebesse o quanto desloca (e por quanto tempo desloca) cada um dos trés turistas, tendo
com isso atribuido incognitas de espaco e de tempo ao desenho, para posterior equacionamen-

to.

Em seguida, o aluno escreveu a equagao da velocidade média do movimento total (que
e a pergunta do problema) utilizando as incognitas que ele criou. Indagado sobre isso, ele dis-
se que ¢ uma estratégia que ele usa: em toda questdo que envolva varias equacdes, ele olha o
que esta sendo pedido pelo problema com as incognitas que ele criou, para saber como ird ma-
nipular seu sistema de equagdes até chegar no que esta sendo pedido utilizando-se apenas as

informacgodes dadas no enunciado (que no caso, sao as velocidades v; e v»).

Nesta figura ainda, o aluno comegou a manipular as equacdes mas viu que ndo estava
adiantando muita coisa, por isso rabiscou essa parte desnecessaria e prosseguiu com sua reso-
lucdo na folha mostrada na Figura 33, onde isolou as incdgnitas “tempo” criadas por ele em 3
das equagdes que ele montou, e aplicou os resultados nas outras equagdes que tinha, numa
tentativa de reduzir o sistema de 5 equacdes para apenas 2. Ao fazer isto, ele constatou por
meio das incognitas que ele mesmo criou que havia simetria no problema, ou seja, os turistas
que andaram a pé, o fizeram na mesma quantidade de metros. Além disso, por possuirem mes-

ma velocidade, logo teriam andado a pé pelo mesmo intervalo de tempo.

Constatadas as simetrias de tempo e espago no problema, ele entdo refez o seu esque-
ma, podendo assim, por essas simetrias, reduzir bem o nimero de incognitas utilizadas na re-

solugdo do problema, tornando assim a matematica por trads do problema muito mais simples.
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Ele comegou nesta mesma figura a tentar equacionar com as novas equagdes oriundas
da simetria, mas constatou que ndo estava indo bem pelo caminho tomado ¢ rabiscou essa par-

te, tendo prosseguido entdo para a pagina mostrada na Figura 34.

Nessa figura, ele reduziu o nimero de equagdes criadas ao isolar a incognita “d” em
uma das equagdes e aplicando as outras. Depois, reduziu novamente o grau do sistema isolan-
do a incdgnita “D” numa equagdo e aplicando nas outras restantes, sobrando com isso duas
equacdes apenas no sistema. Em uma delas, ele isolou a incognita “t,” e aplicou a equagao
restante, que era a da velocidade média global do problema. Manipulando algebricamente esta
equacao, ele finalmente chegou a resposta correta da velocidade média global em fungao de v,

c Vo.

5.3.3 Apds incentivar o uso de ferramentas geométricas

A Questao 8 foi entdo resolvida no quadro pela forma geométrica proposta nesta mo-
nografia. Todos os alunos, de forma unanime, gostaram da resolu¢do geométrica desta ques-
tdo. Muitos se impressionaram, sobremaneira, com a “elegancia” e “limpeza” proporcionadas
pela resolucao geométrica, que elimina o uso de algebrismo puro e d4 um carater mais onisci-

ente do que esta acontecendo na situagao proposta pela questao.

O aluno que resolveu algebricamente a Questao 8, como mostrado nas tltimas 3 figu-
ras, disse, com suas palavras, que “sentiu na pele” a diferenca entre resolver esse tipo de ques-
tdo mais complexa algebricamente e resolver geometricamente, admitindo que a partir de en-
tdo iria sempre tentar pelo menos esbocgar os graficos de questdes de movimento aparentemen-

te complexas, para ver se encontraria um jeito mais simples ou rapido de resolvé-las.

Os alunos dessa mesma turma foram entdo convidados a resolver, por conta propria
agora, uma outra questdo — a Questdo 7 desta monografia —, mas de duas formas: primeiro,
tentando resolver algebricamente; depois, tentando resolver geometricamente. Os resultados

desta proxima experiéncia encontram-se na se¢ao a seguir.
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5.4 Aplicacao da Questao 7 em turma preparatoria

para concursos militares

5.4.1 Situacao e analise

A Questao 7 desta monografia foi apresentada em sequéncia a resolucdo geométrica
da Questao 8 apresentada aos alunos na se¢do anterior. O objetivo disto seria verificar como
se comportariam as solugdes das questdes apresentadas agora, uma vez que os alunos foram

incentivados a resolver questdes sobre movimentos mais complexos utilizando graficos.

Como foi expresso no final da se¢do anterior, foi pedido aos alunos que tentassem re-
solver a questdo de duas formas: primeiro sé algebricamente, sem graficos; e depois, utilizan-
do graficos. Nenhum aluno resolveu até a resposta final algebricamente, mas agora varios che-

garam a reposta correta com uso do meio grafico. Reproduzimos a Questao 7 abaixo:

Questio 7 — SARAEVA et al (1985): Um engenheiro trabalha numa fabrica, que fica nos ar-
redores da cidade. Diariamente ao chegar a tltima estacdo ferroviaria, um carro que vem da
fabrica transporta-o para o local de trabalho (o carro chega a estacdo sempre no mesmo ins-
tante que o engenheiro). Certa vez, o engenheiro chegou a estagdo uma hora antes do habitu-
al e, sem esperar o carro, foi a pé até o local de trabalho. No caminho encontrou-se com o
carro, chegando assim a fabrica 10 min antes do habitual. Quanto tempo caminhou o enge-
nheiro antes de encontrar-se com o carro? Considerar que os modulos das velocidades do
carro ¢ do engenheiro sdo sempre constantes, ¢ que o médulo da velocidade do carro na ida é

igual ao da volta a fabrica.

Vamos analisar nas proximas duas figuras o resultado interessantissimo de um aluno
que “nem mexeu” direito na questdo ao tentar resolvé-la algebricamente, mas resolveu-a bri-

lhantemente utilizando graficos.
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Figura 35: Tentativa de se resolver a Questéo 7 algebricamente

Como podemos ver na Figura 35, este aluno nao conseguiu nem dar inicio a resolugdo
da Questao 7 por meios algébricos puros. Porém, ao tentar resolver de forma geométrica, en-
controu a solu¢do de forma simples, usando apenas conceitos de retas paralelas, conforme ve-

mos na Figura 36:

Figura 36: Resolugéo da Questédo 7 de forma geométrica, por aluno que nem chegou a iniciar a resolugao algébrica

5.5 Comentarios gerais sobre as insergoes durante o
Estagio
A ideia geral desta monografia surgiu durante as atividades do Estagio I, tendo sido

combinado com o professor supervisor que durante as inser¢oes em sala de aula da disciplina
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de Estagio I, as ferramentas geométricas poderiam ser trabalhadas e experimentadas em sala

de aula.

Devido principalmente as limitagcdes do tempo de Estagio, ndo foram todas as questoes
propostas nesta monografia que foram inseridas no contexto de sala de aula durante a vigéncia
do Estagio, e nem todas as ferramentas geométricas foram abordadas. No geral, foram traba-
lhadas principalmente as ferramentas geométricas aplicadas a graficos, sobremaneira a grafi-
cos em questoes de cinemadtica, que ¢ talvez o ponto de partida para o entendimento da efica-

cia das solucdes geométricas em Fisica.

Nao obstante, as conclusodes tiradas durante essas experimentagdes coincidiram exata-
mente com as que o autor desta monografia ja possuia com a experiéncia de varios anos de
sala de aula utilizando tais ferramentas: quando em contato com uma ferramenta geométrica,
os alunos em geral tendem a preferir solugdes algébricas somente em questdes mais simples
(por exemplo, situagdes em cinematica que apenas um ou duas equacdes ja sdo capazes de re-
solver o problema). Em situagdes mais complexas, em que ha varios tipos de movimentos in-
terligados, os alunos tendem a aceitar a solugcdo geométrica como a mais simples, € a com-

preender bem melhor a situa¢do do problema quando um grafico ¢ esbogado.

Certamente, as atividades de Estdgio foram enriquecedoras, por haver sido possivel a
experimentacao de fato dos métodos propostos em turmas que até entdo niao haviam tido con-
tato com o autor desta monografia, tornando o espaco amostral mais generalizado e imparcia-
lizado no que tange o uso das ferramentas propostas. Além disso, a presenca do professor su-
pervisor foi extremamente interessante para que varias conclusdes fossem tiradas em conjun-

to.
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6 Consideracoes finais

Neste trabalho, foi proposta a avaliacdo de alguns recursos geométricos que podem fa-
cilitar o entendimento e/ou a resolucao de um problema de Fisica a nivel de Ensino Médio que
seja desafiador para esses alunos. Tais problemas costumam figurar em olimpiadas intelectu-
ais (como OBF, OIbF, IPhO, ...) e em alguns vestibulares brasileiros que exigem um conheci-
mento de exatas aprofundado (notadamente as escolas militares, como ITA, IME, etc...).

Tendo experiéncia em ensino de fisica para alunos que concorreriam a esses vestibula-
res mais exigentes em fisica ou que fariam provas de olimpiadas, como professor eu notei que
varios problemas considerados dificeis puderam ser melhor compreendidos utilizando recur-
sos geométricos, principalmente utilizando graficos. Os graficos permitem uma visdo ampla e
concisa do problema como um todo, ja que varias informagdes podem ser facilmente visuali-
zadas de uma vez s6 ao se analisar um grafico.

A maior parte das ferramentas geométricas necessarias sao aquelas aprendidas no Ensi-
no Fundamental, como tridngulos retangulos e areas. O uso de um tridngulo ou o calculo de
uma area pode significar uma simplificagdo enorme no algebrismo de uma questdo de Fisica,
uma vez que tais procedimentos podem significar a ndo necessidade de se resolver varias
equacoes.

Obviamente, os recursos geométricos sao mais fartos em questdes que por natureza ja
envolvem alguma forma de geometria, como Cinemadtica, Dindmica ou qualquer outra parte da
Fisica que envolva grandezas vetoriais, além, ¢ claro, de Optica Geométrica. Mas as ferramen-
tas geométricas, a principio, podem ser aplicadas em qualquer questdo de qualquer parte da
fisica, caso haja alguma forma de se traduzir graficamente a resolu¢do da questdo. Neste tra-
balho, por exemplo, uma questao de calorimetria (que a principio nao possuia nenhuma carac-
teristica geométrica) foi resolvida graficamente. Questdes de outras areas que aparentemente
ndo possuem quaisquer relagcdes geométricas podem, com um pouco de ousadia e criatividade,
também serem resolvidas geometricamente.

Algumas das ferramentas e das questdes propostas nesta monografia puderam ser apli-
cadas a alunos variados durante a vigéncia do Estdgio Supervisionado do autor desta mono-
grafia. Alguns resultados interessantes foram mostrados neste trabalho, e as conclusdes gerais
obtidas nessas experiéncias apontam que o aluno em geral assimila com mais propriedade as
solugdes geométricas, em detrimento das puramente algébricas, quando ele tem contato com

questdes desafiadoras de fisica. Constatou-se, por exemplo, que o aluno se sente entendendo
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melhor os problemas relativos a movimentos complexos quando analisa um grafico, tendo in-
formagao visual clara do que ocorre com as grandezas que variam durante 0 movimento.

Obviamente, as solugdes geométricas dependem da base geométrica do aluno, mas o
mesmo argumento pode ser dito sobre a base algébrica quando se ensinam solugdes algébri-
cas. Na opinido pessoal do autor, contudo, as bases geométricas geralmente sao melhor assi-
miladas do que as algébricas, pois o ser humano tem contato direto com geometria ¢ formas
geométricas por toda sua vida, de forma que o raciocinio geométrico geralmente é mais intui-
tivo do que o algébrico. Adiciona-se a esse fato que muitas pessoas conseguem desenvolver
habilidades relacionadas ao raciocinio geométrico-espacial mesmo sem estudo especifico, en-
quanto consistem em casos extremamente raros as pessoas que desenvolvem habilidades al-
gébricas sem contato académico especifico.

Conclui-se, portanto, que os recursos geométricos podem configurar numa forma sim-
ples e elegante de se resolver questdes da Fisica do Ensino Médio, em especial as questdes

mais desafiadoras.
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